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Kapitel 1
Einleitung
1.1 Einführung und Motivation
Die rechnerische Simulation von heterogenen Materialien bestehend aus einer Fest-
stoffphase und den Porenraum füllenden Fluidphasen gewinnt in der Praxis durch die
gestiegenen Rechnerkapazitäten in unterschiedlichen Disziplinen zunehmend an Bedeu-
tung.
Der klassische Anwendungsbereich der Mehrphasenmodelle ist die Untersuchung geo-
technischer Problemstellungen, da das Tragverhalten des Bodens maßgeblich von dem
darin enthaltenen Porenwasser abhängig ist. Die einfachste Anwendung stellt die Kon-
solidierungstheorie dar, die die zeitabhängige Setzung von Böden beschreibt. Eine
weitaus komplexere Fragestellung hingegen liegt bei dem Phänomen erdbebenindu-
zierte Bodenverflüssigung vor. Hier kommt es durch die dynamische Belastung bei
gleichzeitigem Vorhandensein von Porenwasser zu dem Effekt der Verflüssigung, die
den Verlust der Tragfähigkeit des Bodens zur Folge hat. Weitere Anwendungsgebiete
der Geotechnik, wie die Wasserhaltung unter Druckluft und die offene Wasserhaltung,
umfassen aktiv erzeugte Strömungsprozesse in denen das Wasser im Boden entweder
durch Luftüberdruck verdrängt oder durch Unterdruck abgepumpt wird.
Auch für die Beurteilung des Einflusses der Strömungsprozesse auf die Standsicherheit
von Gründungen, Böschungen, Uferbefestigungen und Dämmen werden Mehrphasen-
modelle eingesetzt.
Mehrphasenmodelle können im Bauwesen darüber hinaus im Bereich der Materialfor-
schung eingesetzt werden. Hierbei spielt beispielsweise die Simulation der Durchfeuch-
tung des Stahlbetons eine entscheidende Rolle, da diese einen wichtigen Aspekt für die
Korrosion des Bewehrungsstahls darstellt. Zudem können durch den Feuchtetransport
hygrisch induzierte Spannungen entstehen, die zu einer Schädigung des Betongefüges
führen.
Von großer Bedeutung ist die Simulation von Strömungsprozessen in porösen Medien
auch in der Biomechanik. Das anschaulichste Beispiel ist die Wirbelsäule, die aus den
Wirbelkörpern und den dämpfenden Bandscheiben besteht. Die flüssigkeitsgefüllten
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Bandscheiben werden durch die Bewegung am Tage mechanisch stark beansprucht und
verlieren so an Flüssigkeit. Die verlorene Flüssigkeit wird der Bandscheibe durch osmo-
tische Vorgänge in der Nachtruhephase wieder zugeführt. Mehrphasenmodelle werden
hier künftig eine Alternative zu den invasiven Eingriffen darstellen, um die Auswirkung
degenerativer Prozesse der Bandscheiben zu analysieren.
1.2 Zielsetzung der Arbeit
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Umsetzung eines stabilen und zuverlässigen Mehr-
phasenmodells mit nichtlinearer Materialformulierung der Feststoffphase, das umfas-
send für alle geotechnischen Problemstellungen eingesetzt werden kann. Ein solches
allgemein anwendbares Modell steht zurzeit in der Literatur noch nicht zur Verfügung.
Die Herleitung des Mehrphasenmodells erfolgt auf Grundlage der Theorie Poröser Me-
dien, in der die Stoffmischung in ihre Komponenten Feststoff, Wasser und Luft aufge-
teilt wird. Zu diesem Zweck werden die grundlegenden physikalischen Zusammenhänge,
wie das Prinzip der effektiven Spannungen und das Gesetz von Darcy, vorgestellt.
Diese Grundlagen werden zur Auswertung der Kontinuitätsgleichungen verwendet. Die
Beschreibung des deformierbaren Korngerüstes erfolgt mit der Hypoplastizität und
der Erweiterung um die intergranulare Dehnung. Dieses Stoffgesetz erlaubt die reali-
tätsnahe Beschreibung von Spannungs- und Verformungszuständen in kohäsionslosen
Medien sowohl unter statischer als auch dynamischer Beanspruchung. Das Mehrpha-
senmodell wird programmtechnisch umgesetzt und über eine Programmierschnittstelle
an das FE-Programmsystem ANSYS angebunden. Dadurch kann es gleichzeitig mit be-
reits bestehenden Strukturelementen und Materialgesetzen verwendet werden, wodurch
auch die Analyse von Boden-Bauwerk-Wechselwirkungen möglich ist.
Die Modellverifikation und -validierung erfolgt durch Vergleich von numerischen und
analytischen Ergebnissen sowie durch den Vergleich mit experimentellen Daten und
den Simulationsergebnissen anderer Autoren. Die Leistungsfähigkeit des Modells wird
an praktischen Anwendungsbeispielen aus dem Bereich der Geotechnik demonstriert.
1.3 Gliederung der Arbeit
Die vorliegende Arbeit ist inhaltlich in 8 Kapitel gegliedert:
• Kapitel 2 führt zunächst in die Theorie Poröser Medien ein und beschreibt
anschließend grundlegende physikalische Zusammenhänge der konstituierenden
Phasen. Die Anwendung desMassenerhaltungssatzes für jede Phase liefert schließ-
lich die Kontinuitätsgleichungen zur Beschreibung der Interaktion der Kompo-
nenten.
• Kapitel 3 stellt am Beispiel der Elastizität und der Hypoplastizität den Zusam-
menhang zwischen der Belastung und der Deformation eines Materialpunktes
her.
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• Kapitel 4 beschreibt die für die Bestimmung der verwendeten Modellparameter
erforderlichen Versuche und zeigt alternative Bestimmungsmöglichkeiten auf.
• Kapitel 5 zeigt die Approximation der Kontinuitätsgleichungen mit der Finite
Elemente Methode und die programmtechnische Umsetzung des Elementes und
des hypoplastischen Stoffgesetzes.
• Kapitel 6 behandelt die Verifikation und Validierung des Modells anhand der
Gegenüberstellung von numerischen mit analytischen und experimentellen Er-
gebnissen.
• Kapitel 7 veranschaulicht die umfangreiche Funktionalität des Modells durch
quasistatische und dynamische Beispielanwendungen der Geotechnik.
• Kapitel 8 liefert eine Zusammenfassung und abschließende Bewertung des Mo-
dells und gibt Aufschluss über weitere Anwendungsgebiete und zukünftige For-
schungsschwerpunkte.
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Kapitel 2
Mehrphasenmodell
Stoffmischungen, deren Komponenten in der Realität deutlich voneinander abgegrenzt
sind, können mit Hilfe der Theorie Poröser Medien behandelt werden. Die Theorie
Poröser Medien ist eine Mischungstheorie, die durch das Konzept der Volumenanteile
eingeschränkt ist. Die Komponenten der Stoffmischung werden in ihr als verschmiert
betrachtet. Damit stellt sie ein geeignetes Werkzeug zur Beschreibung von mehrphasi-
gen Materialien auf mikroskopischer oder makroskopischer Ebene dar [12]. Unter Ein-
bezug fundamentaler mechanischer und thermodynamischer Ansätze erweitert sie die
klassische Kontinuumsmechanik auf Mehrkomponenten Kontinua.
Die Theorie Poröser Medien findet in einer Vielzahl von Problemstellungen und For-
schungsgebieten Anwendung, da verschiedenste Materialien mit ihr beschrieben werden
können. Als Beispiele sind aus dem Bereich der Biomechanik Gewebe, Knorpel und
Knochen und aus der Filtertechnik teildurchlässige Aluminiumwerkstoffe zu nennen
[12], [36]. Eine große Bedeutung kommt den porösen Medien auch im Bauingenieurwe-
sen zu. Für die Modellierung von Beton oder Mauerwerk ist es nützlich, den Einfluss
der Porigkeit und das in den Poren befindliche Wasser auf die Haltbarkeit und die
Tragfähigkeit zu berücksichtigen. In der Geotechnik ist das mechanische Verhalten von
Böden und Felsen in einem großen Maß von den darin enthaltenen flüssigen Phasen
abhängig. Auf der einen Seite lassen sich Strömungen häufig gar nicht vermeiden, wie
z.B. bei Sickerströmungen in Dämmen und Deichen, Versickerungen oder Grundwas-
serbewegungen, auf der anderen Seite werden sie auch bewusst erzeugt, wie z.B. beim
Tunnelvortrieb unter Druckluft, bei Injektionsverfahren und Altlastensanierungen so-
wie der Erdöl- und Gasförderung.
In der Theorie Poröser Medien erfolgt die Modellbildung in Abhängigkeit einer Grös-
senskala. Unterschieden werden der mikroskopische und der makroskopische Ansatz.
In der mikroskopischen Betrachtungsweise werden die Bewegungen und Verformungen
der einzelnen Teilchen der Phasen zu Grunde gelegt. Das Medium ist nicht homogen,
wodurch das Verhalten der einzelnen Teilchen von den lokalen Gegebenheiten abhängig
ist. DieWechselwirkungen zwischen ihnen werden direkt über Kontaktkräfte, Reibungs-
kräfte oder Strömungskräfte abgebildet. An jedem einzelnen Partikel ist deshalb ein
Gleichgewicht der Kräfte zu bilden. Die unregelmäßige Kornform und Porenverteilung
macht eine Vorhersage des Verhaltens einzelner Boden- und Wasserpartikel nahezu un-
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möglich. Die mikroskopische Betrachtungsweise ist daher für bodenmechanische Zwecke
als ungeeignet anzusehen. Im Gegensatz dazu berücksichtigt die makroskopische Be-
trachtungsweise nicht die Bewegungen einzelner Teilchen, sondern beschreibt lediglich
die Bewegung idealisierter Punkte, wodurch das Gesamtergebnis „verschmiert“ wird.
Physikalische Verläufe werden deshalb „gröber“ dargestellt. Kontinuumsmechanische
Ansätze beschreiben die Bewegungen einer Phase makroskopisch. Die Theorie Poröser
Medien erweitert dies um die Überlagerung mehrerer Phasen. Im Sinne der makroskopi-
schen Formulierung ist es nicht möglich, genaue Vorhersagen über den Ort der einzelnen
Phasen zu treffen. Die Phasen werden über das betrachtete Gebiet homogenisiert.
Poröse Medien setzen sich aus einer verformbaren Festkörpermatrix und den durch
Flüssigkeiten teilweise oder vollständig gefüllten Zwischenräumen zusammen (Abbil-
dung 2.1). Eine Beschreibung der physikalischen Eigenschaften der Stoffmischung ist
daher weder eindeutig durch Axiome der Festkörpermechanik noch der Strömungsme-
chanik möglich.
Wasser
Luft
Feststoff
Abbildung 2.1: Zusammensetzung des Bodens als Dreiphasenmodell
Die Stoffmischung wird deshalb in ihre Bestandteile Feststoff, Wasser und Luft unter-
teilt, wobei jedes Material als Phase bezeichnet wird. Luft und andere Gasgemische
werden in der Stoffmischung wie eine Flüssigkeit behandelt und daher als Fluid oder
Flüssigkeit bezeichnet. Für jede Phase und das Phasengemisch lassen sich Gleichge-
wichtssätze formulieren, die die Eigenschaften der konstituierenden Phasen und deren
Interaktion erfassen.
2.1 Grundlagen
Im Folgenden werden die physikalischen Grundgleichungen teilgesättigter poröser Medi-
en erläutert. Erste analytische Zusammenhänge zwischen Porenwasserdruck und Span-
nungen im Korngerüst im Boden präsentieren Biot [5] und Terzaghi [50] aus dem
Bereich der dreidimensionalen Konsolidierung Die folgenden Ansätze basieren auf
Theorien von Hassanizahdeh und Gray [21],[22],[23], [24], [25] und Zienkiewicz
et. al. [58], [59] und werden in Anlehnung an die Arbeiten von Lewis und Schrefler
[35] umgesetzt.
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2.1.1 Porosität und Sättigung
In der Theorie Poröser Medien werden die Komponenten einer Stoffmischung unter Be-
rücksichtigung der Volumenanteile betrachtet. Die Volumenanteile der Phasen werden
in einem Kontrollvolumen mit den Parametern der Porosität, der Porenzahl und der
Sättigung bezeichnet. Das Gesamtvolumen eines Kontrollbereichs setzt sich aus dem
Volumen des Feststoffs Vs und dem Porenraum Vp zusammen:
V = Vs + Vp (2.1)
Der Porenraum Vp setzt sich zusammen aus einem Anteil wassergefüllter Poren Vw und
einem Anteil luftgefüllter Poren Vg:
Vp = Vw + Vg (2.2)
Die Porosität n ist definiert als Quotient aus Porenvolumen und Gesamtvolumen:
n =
Vp
V
(2.3)
Die Porenzahl e bezeichnet das Verhältnis zwischen Porenvolumen und dem Feststoff-
volumen:
e =
Vp
Vs
(2.4)
Damit lautet die Abhängigkeit zwischen der Porosität n und der Porenzahl e
n =
e
1 + e
(2.5)
und
e =
n
1− n. (2.6)
Der Volumenanteil wassergefüllter Poren wird als Wassersättigung Sw und der Anteil
luftgefüllter Poren als Luftsättigung Sg bezeichnet:
Sw =
Vw
Vp
und Sg =
Vg
Vp
(2.7)
Daraus folgt definitionsgemäß
Sw + Sg = 1. (2.8)
Der Volumenanteil wassergefüllter Poren beträgt
Vw
V
= n Sw (2.9)
und der Anteil luftgefüllter Poren ergibt sich zu
Vg
V
= n Sg oder
Vg
V
= n (1− Sw). (2.10)
Mit diesen Definitionen lassen sich die Volumenanteile jeder Komponente eindeutig
beschreiben.
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2.1.2 Prinzip der effektiven Spannungen
Wird ein Mehrphasenmedium belastet, treten sowohl Spannungen im Korngerüst als
auch in den PhasenWasser und Luft auf. Wird die Annahme getroffen, dass sich das ein-
zelne Korn als Bestandteil der Feststoffphase infolge des Wasser- bzw. Luftdrucks nicht
verformt, ist das Prinzip der effektiven Spannung gültig [34]. Demzufolge ist die Verfor-
mung der Feststoffphase unabhängig von dem herrschenden Wasser- und Luftdruck, da
jedes Korn gleich (Wasser- und Luftdruck sind hydrostatische Drücke) belastet wird.
Die Spannungen im Mehrphasenmedium werden in Spannungen unterteilt, die eine
Verformung des Korngerüstes bewirken, und solche, die von den Phasen Wasser und
Luft aufgenommen werden. Die Spannungen, die eine Verformung des Korngerüstes be-
wirken, werden als effektive Spannungen σ0 bezeichnet. Wasserdruck pw und Luftdruck
pg sind im Gegensatz zu den Spannungen für Kompression positiv definiert.
Die Gesamtspannungen im Mehrphasenmedium σ ergeben sich aus der Differenz der
effektiven Spannungen σ0 und der Summe der Porendrücke unter Berücksichtigung
ihrer Volumenanteile Sw und Sg:
σ = σ0 −mT (Swpw + Sgpg) (2.11)
Mit dem Inzidenzvektor
mT =


1
1
1
0
0
0


(2.12)
wird berücksichtigt, dass es sich bei den Porendrücken um hydrostatische Drücke han-
delt. Der Ausdruck in den Klammern wird als gemittelter Druck der flüssigen Phasen
ps bezeichnet:
ps = Swpw + Sgpg (2.13)
Für den dreidimensionalen Fall lautet Gleichung (2.11)


σxx
σyy
σzz
σxy
σxz
σyz


=


σ0xx
σ0yy
σ0zz
σ0xy
σ0xz
σ0yz


−


1
1
1
0
0
0


(Swpw + Sgpg) (2.14)
und im ebenen Dehnungszustand


σxx
σyy
σzz
σxy

 =


σ0xx
σ0yy
σ0zz
σ0xy

−


1
1
1
0

 (Swpw + Sgpg) . (2.15)
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Wird die Verformung des Korngerüstes infolge stationärer Wasser- und Luftdrücke
berücksichtigt kann dies mit dem Parameter α erfolgen. Gleichung (2.11) lautet dann
σ = σ0 − αmT (Swpw + Sgpg) . (2.16)
Der Parameter α wird als Biot oder Bishop Konstante bezeichnet und ergibt sich
nach Biot [6] aus dem Verhältnis des Kompressionsmoduls des Korngerüstes KT zum
Kompressionsmodul des Einzelkorns KS zu
α = 1− KT
KS
. (2.17)
Für bodenmechanische Betrachtungen ist der Kompressionsmodul des Korngerüstes
vernachlässigbar gegenüber dem Kompressionsmodul des Einzelkorns. Die Biot Kon-
stante kann dann mit α = 1.0 angenommen werden. Für stabile Korngerüste wie bei-
spielsweise bei Beton nimmt der Parameter α kleinere Werte an.
2.1.3 Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung
Die Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung (kurz: Sättigungsbeziehung) beschreibt den
Zusammenhang zwischen dem Kapillardruck pc und der Wassersättigung Sw:
Sw = 1− Sg = f(pc) (2.18)
Der Kapillardruck pc ergibt sich aus der Differenz von Luft- und Wasserdruck zu
pc = pg − pw. (2.19)
Der nichtlineare Zusammenhang zwischen Kapillardruck und Sättigung wird im We-
sentlichen durch die Beschaffenheit des Bodens (Kornform und Korngrößenverteilung)
bestimmt. In Abbildung 2.2 ist exemplarisch eine Sättigungsbeziehung dargestellt. Ist
der Luftdruck größer als der Wasserdruck, so sorgt der Kapillardruck für eine Entwäs-
serung der Porenräume. Dies führt zu einem ansteigenden Luftanteil bei gleichzeitiger
Abnahme der Wassersättigung.
Der nicht-punktsymmetrische Verlauf der Sättigungsbeziehung bzgl. des Wendepunk-
tes ist durch die physikalischen Eigenschaften des Wassers und der Luft bedingt. Die
Kapillarität (Kraftwirkung infolge der Oberflächenspannung benetzender Flüssigkeiten
in engen Hohlräumen) bewirkt, dass das Wasser bevorzugt die kleinen Zwischenräu-
me der Bodenmatrix einnimmt. Dieses Kapillarwasser wird in den Menisken, die sich
an den Berührungspunkten der Bodenteilchen bilden, gehalten (Abbildung 2.3). Aus
diesem Grund wird das Wasser in teilgesättigten Böden auch als treibende Kraft oder
benetzende Phase bezeichnet.
Die Luft weist eine im Vergleich zum Wasser zu vernachlässigende Oberflächenspan-
nung auf und füllt daher bevorzugt die großen offenen Porenräume der Bodenmatrix
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Abbildung 2.2: Verlauf der Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung
Kapillarwasser
Bodenkorn 
Abbildung 2.3: Kapillarität
aus. Die Eigenschaften von benetzenden (Wasser) und nicht benetzenden (Luft) Phasen
sind in Abbildung 2.4 illustriert.
Die Beziehung zwischen Kapillardruck und Sättigung kann gemäß Abbildung 2.2 in
drei Zonen unterteilt werden. Die erste Zone für negative und kleine Druckdifferenzen
(−∞ < ∆p ≤ pb) kennzeichnet den Bereich der maximalen Wassersättigung. Sie liegt
unter 100 %, da auch in vollständig gesättigten Böden ein Restluftanteil verbleibt. Die
Übergangszone wird durch den Eintrittskapillardruck pb begrenzt und geht fließend in
die Zone der Restsättigung über.
Es ist zu erkennen, dass im Bereich sehr kleiner Kapillardrücke kaum eine Abnahme
der Wassersättigung zu verzeichnen ist. Dies ist in dem zu überwindenden Eintritts-
kapillardruck begründet. Er ist eine Folge der Kapillarität des Wassers, die wie oben
beschrieben, das Wasser in den Menisken der Kornzwischenräume festhält. Dieser Wi-
derstand muss zunächst überwunden werden, damit die Luft in den Boden eindringen
kann. Der kapillare Eintrittswiderstand ist vor allem von den Korngrößen und dem Po-
renanteil abhängig. Je geringer die Korngröße und der Porenanteil eines Bodens sind
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Θw
Θg
Wasser
Luft
Abbildung 2.4: Eigenschaften von Wasser und Luft
desto größer ist der kapillare Eintrittswiderstand
Im weiteren Verlauf, der Übergangszone, findet zunächst eine Entwässerung der großen
Poren statt, wodurch die negative Steigung im Bereich mittelgroßer Kapillardrücke an-
wächst. Erst ein weiter ansteigender Druck bewirkt eine Entwässerung der kleineren
Porenräume, was sich in einer kleiner werdenden Steigung der Kurve widerspiegelt,
bevor sich die Funktion asymptotisch der Restsättigung annähert. Eine vollständige
Verdrängung des im Boden befindlichen Wassers ist durch rein mechanische Kräfte
nicht möglich, da ein dünner Wasserfilm auf der Oberfläche verbleibt.
In Abbildung 2.5 sind typische Sättigungsbeziehungen für verschiedene Bodentypen
dargestellt. Ihre Daten sind experimentell ermittelt worden [52] und wurden mit dem
empirischen Modell von van Genuchten [51] angenähert.
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Abbildung 2.5: Sättigungs-Beziehungen für verschiedene Bodentypen [52]
Die Kurven verdeutlichen den Einfluss von Kornform, Korngröße und Anordnung der
Poren auf das Wasserspeicherungsvermögen des Bodens. So ist beim Sand, als Vertreter
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der „rolligen Bodenart“ mit gleichmäßiger Kornform und großer Porigkeit, eine Ent-
wässerung schon in niedrigen Druckbereichen zu beobachten. Der Eintrittskapillardruck
ist gering, da Sand aufgrund seiner geringen Kapillarkräfte ein geringes Wasserspeiche-
rungsvermögen besitzt. Ein anderes Verhalten ist bei bindigen Böden zu beobachten.
Durch die wesentlich kleinere Porengröße und die ungleichmäßige Kornform ist hier ein
hohes Rückhaltevermögen zu erkennen. In einem Druckbereich, in dem der Sand be-
reits vollständig entwässert ist, ist beispielsweise der kapillare Eintrittswiderstand des
Schluffs gerade erst erreicht. Die Restsättigung aller bindigen Böden wird erst in einem
wesentlich höheren Druckbereich erreicht, was für deren große Kapillarität spricht.
Für die Darstellung der Sättigungsbeziehungen in der Abbildung 2.5 wurde vorausge-
setzt, dass der Wasser- bzw. Luftgehalt in einem porösen Medium ausschließlich vom
Kapillardruck pc abhängig ist. Die Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung weist aber eine
Hysterese auf, so dass zwischen der Be- und Entwässerung zu unterscheiden ist. Bei
der Wasseraufnahme ist die Wassersättigung bei gleichem Kapillardruck kleiner als im
Zuge der Entwässerung. Der Grund für dieses Phänomen liegt in der Kapillarität der
Bodenstruktur und kann anschaulich am Beispiel des Jasmin-Rohrs nach Kezdi [32]
erklärt werden. Das Jasmin-Rohr besteht aus Menisken mit dem Durchmesser d2, die
mit einem Rohr der Breite d1 verbunden sind (Abbildung 2.6).
d1
d2
d1
d2
0t = ∞=t ∞=0=t t
Abbildung 2.6: Kapillare Steighöhe im Jasmin-Rohr nach Kezdi [32]
Das Jasmin-Rohr repräsentiert die durch Kornform und Korngrößenverteilung beding-
ten unterschiedlichen Radien der Kapillaren des Bodens. Wird das Ende des Rohrs
in Wasser getaucht, so steigt die Wassersäule bis zu der Höhe an, die der kapilla-
ren Steighöhe einer Röhre mit dem konstanten Durchmesser d2 entspricht. Wird das
Jasmin-Rohr vollständig mit Wasser gefüllt und anschließend bis zum Ende des Rohres
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aus dem Wasserbehälter gezogen, sinkt der Wasserspiegel bis zu der Höhe ab, die der
kapillaren Steighöhe einer Röhre mit dem konstanten Durchmesser d1 entspricht. Mes-
sungen an Bodenproben ergaben exemplarisch für Forchheimer Sand die in Abbildung
2.7 dargestellte Be- und Entwässerungslinie. Das Tensiometrische Potential beschreibt
den Kapillardruck in cm Wassersäule.
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Abbildung 2.7: Messungen der Sättigungsbeziehungen für Be- und Entwässerungen am
Forchheimer Sand [53]
Der Hysterese-Effekt ist in feinkörnigen Böden stärker ausgeprägt als in grobkörnigen
Böden [43]. Für grobe Sande kann er vernachlässigt werden.
Die mögliche Abhängigkeit zwischen der Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung und der
Geschwindigkeit der Kapillardruckänderung ist ebenfalls von van Genuchten, et al.
[53] untersucht worden. Am Beispiel des Forchheimer Sands konnte kein Zusammen-
hang festgestellt werden (Abbildung 2.8).
192 h
48 h
12 h
3 h0.25
0.3
0.2
0.15
0.1
0.05
0 -20 -40 -60
Tensiometrisches Potenzial [cm]
W
as
se
rg
eh
al
t [
%
]
W
as
se
rg
eh
al
t [
%
]
Abbildung 2.8: Messungen der Sättigungsbeziehungen für verschiedene Geschwindig-
keiten am Forchheimer Sand [53]
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2.1.4 Strömungsmechanische Grundlagen
Ein Newtonsches Fluid ist gekennzeichnet durch den inneren Scherwiderstand, der
proportional zur Strömungsgeschwindigkeit ist (dynamische Viskosität). Die Strömungs-
geschwindigkeit wird durch das Gesetz von Darcy als Funktion der Viskosität, des
hydraulischen Gefälles und der Permeabilität beschrieben. Dieses bildet die Grundlage
der Modellierung des Strömungsverhaltens der Fluide Wasser und Luft im Mehrpha-
senmodell. Neben diesen fundamentalen Zusammenhängen, die nur den Fluss eines
Fluids durch einen porösen Körper voraussetzen, kann auch die Strömungsgeschwin-
digkeit eines Fluids in teilgesättigten Medien abgeleitet werden.
Im Folgenden werden die Parameter Viskosität und Permeabilität erläutert und an-
schließend in das Gesetz von Darcy eingesetzt.
Dynamische Viskosität
Die Viskosität ist ein Parameter zur Beschreibung des Fließverhaltens einer Flüssigkeit.
Je höher die Viskosität ist, desto zähflüssiger ist das Fluid. Bei der Bewegung eines
Moleküls durch eine Flüssigkeit gibt sie das Maß für die herrschende Kohäsion zwi-
schen den Teilchen an. Der Widerstand, den das bewegte Teilchen erfährt, entspricht
dabei der inneren Reibungskraft. Dem bewegten Molekül haftet durch die Kohäsion
ein dünner Flüssigkeitsfilm an, dessen Geschwindigkeit der des Moleküls entspricht.
Je weiter eine Flüssigkeitsschicht vom bewegten Körper entfernt ist, desto geringer ist
seine durch die Bewegung beeinflusste Geschwindigkeit.
Dieser Vorgang wird mit Hilfe des Newtonschen Viskositätsgesetzes [18] beschrieben.
Die aufzubringende Kraft F ist proportional zur Berührungsfläche A und zur Abnahme
der Geschwindigkeit v in den Schichten quer zur Strömungsrichtung n:
F = ηA
∂v
∂n
(2.20)
wobei ∂v∂n der quer zur Strömungsrichtung vorhandene Geschwindigkeitsgradient ist. Der
Proportionalitätsfaktor η wird als dynamische Viskosität bezeichnet und kann experi-
mentell bestimmt werden (Kapitel Bestimmung der Modellparameter). Die auftretende
Schubspannung τ (Abbildung 2.9) ergibt sich zu
τ = η
∂v
∂n
. (2.21)
Die dynamische Viskosität ist sowohl von den Stoffeigenschaften der Flüssigkeit als
auch von der Temperatur abhängig. Eine Abhängigkeit vom Spannungszustand be-
steht nicht. Die experimentell bestimmte dynamische Viskosität für Wasser und Luft
in Abhängigkeit der Temperatur ist in Tabelle 2.1 zusammengefasst.
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Wasserteilchen A
Wasserteilchen B
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τ
Abbildung 2.9: Reibung zwischen Wasserteilchen infolge der Schergeschwindigkeit v
Temperatur Dynamische Viskosität [10−6kNs/m2]
[◦C] Wasser Luft
0 1.780 0.0173
5 1.516 0.0174
10 1.310 0.0176
15 1.145 0.0179
20 1.010 0.0181
25 0.899 0.0183
30 0.805 0.0185
35 0.727 0.0187
40 0.659 0.0189
Tabelle 2.1: Dynamische Viskosität von Wasser und Luft in Abhängigkeit der Tempe-
ratur
Permeabilität und Relative Permeabilität
Die Permeabilität ist ein Maß für das Durchströmen von Gasen oder Flüssigkeiten
durch einen porösen Körper. Sie beträgt
k =
q · η · l
∆p ·A. (2.22)
Dabei sind: q [m3] Fließrate
η [kNm2 s] Dynamische Viskosität
l [m] Durchströmte Länge des porösen Körpers
∆p [kNm2 ] Druckdifferenz
A [m2] Durchströmte Querschnittsfläche
k [m2] Permeabilität
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Die Permeabilität ist eine Kenngröße, die ausschließlich vom durchströmten Medium
abhängt. Je nach Medium variiert die Permeabilität k zwischen 10−7m2 (grober Sand
und Kies) und 10−20m2 (Tonschiefer).
Häufig wird als Kenngröße für die Durchlässigkeit des Bodens der Durchlässigkeits-
beiwert verwendet. Der Durchlässigkeitsbeiwert k¯i[m/s] ist phasenabhängig und wird
definiert durch
k¯w =
ρw · g · k
ηw
bzw. k¯g =
ρg · g · k
ηg
. (2.23)
An starren Oberflächen kann die Fließgeschwindigkeit von Flüssigkeiten vernachlässigt
werden, während Gase, wie in Abbildung 2.10 illustriert, an der Oberfläche „rutschen”.
Dieser Effekt wird als „slip-effect” oder Klinkenberg-Effekt bezeichnet [33].
Wasserfluss
Gasfluss
v
v
0=
0≠
Abbildung 2.10: Schematische Darstellung des Wasserflusses (oben) und des Gasflusses
(unten) [45]
Durch das „Durchrutschen” ergibt sich für Gase eine Erweiterung der Gleichung (2.22),
indem die Permeabilität nach Klinkenberg [33] mit
kg = k
µ
1 +
bi
P¯
¶
(2.24)
angepasst wird. Dabei ist kg die korrigierte Permeabilität des Gases, k die Permeabilität
des Gases nach Gleichung (2.22), bi der Schlupfparameter und P¯ der hydrostatische
Gasdruck. Der Schlupfparameter bi ist von der Struktur des durchströmten Mediums
abhängig und beträgt nach Heid [28] für Luft näherungsweise
bLuft = (1.11 · 10−4)k−0,39∞ . (2.25)
Darin sind die Einheiten für k∞ in m
2 und für bLuft in kNm2 zu wählen. Für Böden
mit einer großen Permeabilität (stark durchlässig) oder für einen hohen Gasdruck ver-
schwindet der Quotient bi/P¯ in Gleichung (2.24) und die korrigierte Permeabilität kg
nähert sich der Permeabilität k. In diesem Fall kann der Klinkenberg-Effekt ver-
nachlässigt werden.
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Voraussetzung für die Ermittlung der Permeabilität nach Gleichung (2.22) sind folgende
Bedingungen:
• Laminare Fließbedingungen
• Es existieren keine Wechselwirkungen mit anderen Fluiden. Der durchströmte
Körper ist vollständig gesättigt.
Als Beurteilungskriterium für die laminare Fließbedingung dient die Reynoldszahl
Re =
v · d · ρ
η
(2.26)
mit der Filtergeschwindigkeit v, dem Durchmesser des durchströmten Querschnitts d,
der Dichte ρ und der dynamischen Viskosität η. FürWerte von Re kleiner als Rekrit liegt
eine laminare (geordnete), für größere Werte eine turbulente (ungeordnete) Strömung
vor. Bear [4] und Schenck/Wagner [46] nehmen Rekrit im Bereich von 1 bis 10 an.
Das zweite hinreichende Kriterium für eine konstante Permeabilität kann für zwei Flui-
de nicht erfüllt werden, da Wechselwirkungen mit einem anderen Fluid existieren. Aus
diesem Grund wird die Permeabilität unter der Annahme einer vollständigen Sättigung
ermittelt und mit der sog. relativen Permeabilität angepasst. Die relative Permeabilität
wird im Folgenden näher erläutert.
In Abbildung 2.11 ist der Weg eines Phasenteilchens durch den Boden dargestellt. Bei
vollständiger Sättigung (links) wird der Weg des Teilchens ausschließlich durch die Bo-
denstruktur bestimmt. Im teilgesättigten Boden (rechts) wird der Weg des Teilchens
zusätzlich durch die zweite Phase beeinträchtigt. Mit zunehmender Sättigung der zwei-
ten Phase verlängert sich der Weg des Teilchens und verringert so die Permeabilität.
Abbildung 2.11: Strömung in einem vollgesättigten Boden (links) und einem teilgesät-
tigten Boden (rechts)
Die gegenseitige Behinderung der Phasen, also der Übergang von der Einphasen- zur
Mehrphasenströmung, ist in Abbildung 2.12 qualitativ dargestellt. Die relative Per-
meabilität des Wassers krw und der Luft krg kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen
und ergibt multipliziert mit der Permeabilität k die effektive Permeabilität des durch-
strömten Mediums für die Phase in Abhängigkeit der Sättigung:
keff,w = k · krw und keff,g = k · krg (2.27)
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Abbildung 2.12: Messwerte der relativen Permeabilität [38]
Gesetz von DARCY
Ein Fluss im Boden stellt sich ein, wenn an zwei Punkten unterschiedliche Fluiddrücke
herrschen. Der Ausgleich des Druckgefälles führt zu einer Strömung der Flüssigkeit im
Boden. Der Durchfluss Q durch den Porenraum des Bodens ist abhängig von dem hy-
draulischen Gradienten, der als Quotient zwischen hydraulischer Druckhöhendifferenz
und dem Flussweg definiert ist. Die Wassermenge, die pro Zeiteinheit durch einen Flä-
chenquerschnitt senkrecht zur Strömungsrichtung fließt, wird als Filtergeschwindigkeit
v bezeichnet. Sie wird auf die gesamte durchströmte Fläche des porösen Mediums be-
zogen. Im Vergleich dazu beschreibt die Porenwassergeschwindigkeit die tatsächliche
Geschwindigkeit eines Wasserteilchens (Abbildung 2.13).
Q A Q
Filtergeschwindigkeit Porenwassergeschwindigkeit
Abbildung 2.13: Filtergeschwindigkeit und Porenwassergeschwindigkeit
Die Grundlage zur Beschreibung der Strömung einer Flüssigkeit in porösen Medien bil-
det das Gesetz von Darcy. Dieses ehemals von Henry Darcy empirisch entwickelte
und inzwischen durch die Navier-Stokes-Differentialgleichung verifizierte Gesetz be-
schreibt die Geschwindigkeit einer Flüssigkeit durch ein bzw. in einem Medium. Nach
Darcy beträgt die mittlere Strömungsgeschwindigkeit v[ms ] von Fluiden in vollständig
gesättigten Medien im eindimensionalen Fall
vges =
k
ηi
(−∇p+ ρi · b) . (2.28)
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Dabei ist k die Permeabilität, ηi die Viskosität des durchströmenden Fluids i, ρ die
Dichte, b die Beschleunigung und ∇p der hydraulische Gradient unter der Annahme,
dass p im Druckbereich positiv definiert ist. Im mehrdimensionalen isotropen Fall be-
trägt die Geschwindigkeit
vges =
k
ηi
(−∇p+ ρi · b) . (2.29)
Für nicht isotrope Medien ist die Filtergeschwindigkeit zusätzlich von der Orientierung
des Mediums, wie z.B. in einem geschichteten Boden, abhängig. In diesem Fall lautet
das Gesetz von Darcy
vges =
k
η
(∇p+ ρ · b) . (2.30)
Gesetz von DARCY für zwei Fluide
Das Gesetz von Darcy ist nur gültig für die Strömung einer Flüssigkeit und wird
daher, wie erstmals vonWyckoff und Botset [55] angewendet, auf die zweite strö-
mende Phase erweitert. In teilgesättigten Medien reduziert sich die durchströmende
Menge des Fluids auf den Volumenanteil nSi (Abschnitt 2.1.1). Zusätzlich bewirkt die
Teilsättigung eine Verringerung der theoretischen Durchflussfläche des Mediums. Die
effektive Permeabilität ergibt sich aus der Permeabilität im gesättigten Zustand und der
relativen Permeabilität kri(Si). Damit lautet die verallgemeinerte Darcy-Gleichung:
nSivts =
kkri
ηi
(−∇p+ ρi · b) (2.31)
Die Strömungsgeschwindigkeit der flüssigen Phase vws, also die Relativgeschwindigkeit
zwischen Feststoffphase und Flüssigkeit, beträgt dann
vws =
kkrw
n Sw ηw
(−∇pw + ρw (g− u¨s)) . (2.32)
Analog ergibt sich die Strömungsgeschwindigkeit der Luftphase zu
vgs =
kkrg
n Sg ηg
¡
−∇pg + ρg (g− u¨s)
¢
. (2.33)
Die Beschleunigung b wurde dabei durch
b = g− u¨s − u¨is (2.34)
ersetzt, wobei g die Erdbeschleunigung und u¨s die Feststoffpartikelbeschleunigung sind.
Die Relativbeschleunigungen zwischen Wasser und Feststoff u¨ws sowie zwischen Luft
und Feststoff u¨gs können vernachlässigt werden.
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2.1.5 Phasendichte
Unter der Annahme, dass alle Komponenten des Mehrphasensystems kompressibel
sind, ergibt sich für jede Phase eine Abhängigkeit zwischen der Dichte und der Be-
lastung. Im Fall der dynamischen Untersuchung ist die Belastung und damit auch
die Dichte zeitabhängig. Im Folgenden wird Dichte in Abhängigkeit der Belastung be-
stimmt und aus diesem mechanischen Zusammenhang die zeitabhängige Änderung der
Dichte ermittelt [26],[35].
Da sich die Belastungen der einzelnen Phasen unterscheiden, ergeben sich für jede
Phase spezifische Ausdrücke für ∂ρi/∂t. Die Belastung der flüssigen Phasen ergibt
sich direkt aus dem Betrag des Porenwasser- bzw. Porenluftdrucks. Die Belastung des
Feststoffs stellt eine gemischte Belastung aus den hydrostatischen Porendrücken und
den effektiven Spannungen dar.
Die Zeitabhängigkeit der Dichte wird mit Hilfe des Kompressionsmoduls hergeleitet.
Die allgemeine Definition des Kompressionsmoduls
K = V
∂p
∂V
(2.35)
beschreibt den Zusammenhang zwischen dem hydrostatischen Druck auf einen Körper
oder einer Flüssigkeit und der daraus resultierenden Volumenänderung.
Mit Berücksichtigung von
M = ρ · V (2.36)
ergibt sich aus Gleichung (2.35)
K = V
∂p
∂V
= V
∂p
∂M
∂M
∂V
= V
∂p
V · ∂ρρ =
∂p
∂ρ
ρ (2.37)
und schließlich
1
ρ
∂ρ
∂p
=
1
K
. (2.38)
Dieser analytische Zusammenhang wird im Folgenden auf die Phasen Feststoff, Wasser
und Luft angewendet.
Feststoffdichte
Die hydrostatische Belastung des Einzelkorns ergibt sich aus der effektiven Spannung
σ´ und dem gemittelten Porenwasser- und Luftdruck ps. Der Anteil der effektiven Span-
nung, der eine Volumenänderung des Einzelkorns hervorruft, ist die erste Invariante der
effektiven Spannung
I1σ´ = σ´xx + σ´yy + σ´zz. (2.39)
Der gemittelte Porendruck ps belastet sowohl das Einzelkorn des Feststoffs als auch
die Wasser- und Luftphase. Im Gegensatz dazu werden effektiven Spannungen des
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Korngerüstes ausschließlich vom Feststoffanteil getragen. Die resultierende Belastung
des Einzelkorns aus der effektiven Spannung vergrößert sich damit um den Faktor 1
(1−n)
und beträgt in der Summe
p = ps −
I1σ´
3(1− n) . (2.40)
Hassanizadeh und Gray [26] begründen diese Umrechnung der effektiven Spannun-
gen mit der Ungleichheit der Entropie.
Die Dichte des kompressiblen Einzelkorns ρs ändert sich in Abhängigkeit der hydrosta-
tischen Belastung p. In Abhängigkeit der Zeit ergibt sich
∂ρs
∂t
=
∂ρs
∂ps
∂ps
∂t
− ∂ρs
∂I1σ´
∂I1σ´
∂t
. (2.41)
Aus Gleichung (2.38) folgt mit p = ps bzw. p = −I1σ´/3(1 − n) und dem Kompres-
sionsmodul des Einzelkorns im Boden Ks
1
ρs
∂ρs
∂ps
=
1
Ks
und (2.42)
1
ρs
∂ρs
∂I1σ´
= − 1
3(1− n)Ks
. (2.43)
Eingesetzt in Gleichung (2.41) ergibt sich
1
ρs
∂ρs
∂t
=
1
Ks
∂ps
∂t
+
1
3(1− n)Ks
∂I1σ´
∂t
. (2.44)
Die Volumenänderung, die mit Hilfe der Kompressibilität des Einzelkorns berechnet
wird, muss der Volumenänderung entsprechen, die sich aus der Kompressibilität des
Korngerüstes ergibt. Aus dieser Gleichheit kann der Zusammenhang
I1σ´
3KT
= ∇us +
ps
Ks
, (2.45)
mit der Volumenänderung des Feststoffs auf der linken Seite und der Volumenänderung
des Einzelkorns auf der rechten Seite, formuliert werden. Darin ist KT der Kompres-
sionsmodul des Korngerüstes und ∇us die Dehnung des Korngerüstes (Gradient der
Verschiebungen). Nach der Zeit abgeleitet ergibt sich
∂I1σ´
∂t
= 3KT
µ
∇vs +
1
Ks
∂ps
∂t
¶
. (2.46)
Einsetzen von Gleichung (2.46) in Gleichung (2.44) liefert die Differentialform der Fest-
stoffdichte
1
ρs
∂ρs
∂t
=
1
1− n
·
(α− n) 1
Ks
∂ps
∂t
− (1− α)∇vs
¸
. (2.47)
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Darin ist α Biot Konstante
α = 1− KT
Ks
. (2.48)
Wird die Kompressibilität des Einzelkorns nicht berücksichtigt (Ks = ∞ und α = 0)
kann die Dichte direkt aus der Dehnung des Feststoffs abgeleitet werden. Gleichung
(2.47) vereinfacht sich dann zu
1
ρs
∂ρs
∂t
=
1
1− n [−∇vs] . (2.49)
Flüssigkeitsdichte
Die hydrostatische Belastung der Wasser- und Luftphase beträgt pw bzw. pg. Einsetzen
der Drücke in Gleichung (2.38) liefert die Differentialformen der Wasser- und Luftdichte
1
ρw0
∂ρw
∂t
=
1
Kw
∂pw
∂t
und
1
ρg0
∂ρg
∂t
=
1
Kg
∂pg
∂t
. (2.50)
Darin istKw der Kompressionsmodul der Wasserphase undKg der Kompressionsmodul
der Luftphase.
2.2 Massenbilanz
Im vorherigen Abschnitt sind die grundlegenden physikalischen und geometrischen Zu-
sammenhänge zur Beschreibung eines Mehrphasenmediums nach der Theorie Poröser
Medien beschrieben worden. Diese Grundgleichungen werden im Folgenden mit Hilfe
der fundamentalen Massenbilanzgleichung ausgewertet und zu einem Gleichungssystem
umgeformt, das die unbekannten Größen Verschiebung, Porenwasser- und Porenluft-
druck enthält. Die fundamentale Massenbilanzgleichung besagt, dass die Masse eines
Kontrollvolumens unter Berücksichtigung der ein- und ausströmenden Massen über die
Zeit konstant bleibt. Diese Gleichung wird unter Berücksichtigung der Volumenanteile
auf die Phasen Feststoff, Wasser und Luft angewendet und anschließend ausgewertet.
Mit dem Stromdichtevektor
J = ρv (2.51)
und der Massenproduktion
·
m lautet die fundamentale Massenbilanzgleichung
∂ρ
∂t
+∇J = m˙. (2.52)
Ist keine Massenproduktion vorhanden lautet die sog. Kontinuitätsgleichung
∂ρ
∂t
+∇ (ρv) = 0. (2.53)
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Die Kontinuitätsgleichung wird auf die Phasen Feststoff, Flüssigkeit und Gas angewen-
det [35]:
Feststoff:
∂ ((1− n)ρs)
∂t
+∇ ((1− n)ρsvs) = 0 (2.54)
Flüssige Phase:
∂ (nSwρw)
∂t
+∇ (nSwρwvw) = 0 (2.55)
Gasförmige Phase:
∂
¡
nSgρg
¢
∂t
+∇
¡
nSgρgvg
¢
= 0 (2.56)
Umformen der Gleichung (2.54) liefert für den Feststoff
∂ ((1− n)ρs)
∂t
+ (1− n)ρs∇vs +∇ ((1− n)ρs)vs = 0 (2.57)
und nach Division durch ρsund Vernachlässigung von ∇ ((1− n)ρs)
−∂n
∂t
+
(1− n)
ρs
∂ρs
∂t
+ (1− n)∇vs = 0. (2.58)
Das analoge Vorgehen für die flüssige Phasen liefert mit den Gleichungen (2.55) und
(2.56)
∂ (nSwρw)
∂t
+ nSwρw∇vw +∇ (nSwρwvw) = 0 und (2.59)
∂
¡
nSgρg
¢
∂t
+ nSgρg∇vg +∇
¡
nSgρgvg
¢
= 0 (2.60)
und nach Division durch Swρw bzw. Sgρg und Vernachlässigung des Gradienten∇ (nρw)
bzw. ∇
¡
nρg
¢
∂n
∂t
+
∂Sw
∂t
n
Sw
+
∂ρw
∂t
n
ρw
+
1
Swρw
∇ (nSwρwvw) = 0 und (2.61)
∂n
∂t
+
∂Sg
∂t
n
Sg
+
∂ρg
∂t
n
ρg
+
1
Sgρg
∇
¡
nSgρgvg
¢
= 0. (2.62)
Für das weitere Vorgehen werden die Geschwindigkeiten der flüssigen und gasförmigen
Phasen als Funktion der Geschwindigkeit der festen Phase und der Relativgeschwindig-
keit beschrieben. Die Geschwindigkeiten der flüssigen und gasförmigen Phasen betragen
dann
vw = vs + vws und (2.63)
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vg = vs + vgs (2.64)
mit den Relativgeschwindigkeiten zwischen Feststoff und flüssiger Phase vws sowie
zwischen Feststoff und gasförmiger Phase vgs. Aus den Gleichungen (2.61) und (2.62)
folgt
∂n
∂t
+
∂Sw
∂t
n
Sw
+
∂ρw
∂t
n
ρw
+ n ∇vs +
1
Swρw
∇ (nSwρwvws) = 0 (2.65)
und
∂n
∂t
+
∂Sg
∂t
n
Sg
+
∂ρg
∂t
n
ρg
+ n ∇vs +
1
Sgρg
∇
¡
nSgρgvgs
¢
= 0. (2.66)
Zur Eliminierung der Terme mit partiellen Ableitungen der Porosität werden die Kon-
tinuitätsgleichungen (2.58) und (2.65) bzw. (2.58) und (2.66) addiert. Man erhält
(1− n)
ρs
∂ρs
∂t
+∇vs +
∂Sw
∂t
n
Sw
+
∂ρw
∂t
n
ρw
+
1
Swρw
∇ (nSwρwvws) = 0 (2.67)
und
(1− n)
ρs
∂ρs
∂t
+∇vs +
∂Sg
∂t
n
Sg
+
∂ρg
∂t
n
ρg
+
1
Sgρg
∇
¡
nSgρgvgs
¢
= 0. (2.68)
Die partiellen Ableitungen der Dichten werden durch die Gleichungen (2.47) und (2.50)
ersetzt. Die Kontinuitätsgleichungen der flüssigen Phase (2.67) und der gasförmigen
Phase (2.68) lauten dann·
(α− n) 1
Ks
∂ps
∂t
− (1− α)∇vs
¸
+∇vs +
∂Sw
∂t
n
Sw
(2.69)
+
n
Kw
∂pw
∂t
+
1
Swρw
∇ (nSwρwvws) = 0
und ·
(α− n) 1
Ks
∂ps
∂t
− (1− α)∇vs
¸
+∇vs +
∂Sg
∂t
n
Sg
(2.70)
+
n
Kg
∂pg
∂t
+
1
Sgρg
∇
¡
nSgρgvgs
¢
= 0.
Der gemittelte Druck der Wasser- und Luftphase ps kann durch Gleichung (2.13) als
Funktion der Sättigungen pw und pg beschrieben werden. Zusätzlich werden die rela-
tiven Geschwindigkeiten zwischen Feststoffphase und Flüssigkeit vws sowie zwischen
Feststoffphase und Gas vgs durch die Ausdrücke in den Gleichungen (2.32) und (2.33)
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nach Darcy ersetzt. Aus den Gleichungen (2.69) und (2.70) ergibt sich nach Multipli-
kation mit Sw bzw. Sg:·
nSw
Kw
+ (α− n) S
2
w
Ks
¸
∂pw
∂t
+
·
(α− n) SwSg
Ks
¸
∂pg
∂t
+
·
−pc (α− n)
Sw
Ks
+ n
¸
∂Sw
∂t
+ αSw∇vs (2.71)
+
1
ρw
∇
·
ρw
kkrw
ηw
(−∇pw + ρ (g − u¨s))
¸
= 0
und ·
nSg
Kg
+ (α− n)
S2g
Ks
¸
∂pg
∂t
+
·
(α− n) SwSg
Ks
¸
∂pw
∂t
+
·
pc (α− n)
Sg
Ks
+ n
¸
∂Sg
∂t
+ αSg∇vs (2.72)
+
1
ρg
∇
·
ρg
kkrg
ηg
(−∇pg + ρ (g− u¨s))
¸
= 0
Da die Sättigungen Sw und Sg in der Modellierung keine unabhängigen Freiheitsgra-
de darstellen, werden ihre partiellen Ableitungen nach der Zeit in Abhängigkeit des
Konsolidationsdrucks pc bzw. der Drücke pw und pg beschrieben. Es gilt
∂Sw
∂t
=
∂Sw
∂pc
∂pc
∂t
=
∂Sw
∂pc
µ
∂pg
∂t
− ∂pw
∂t
¶
und (2.73)
∂Sg
∂t
=
∂(1− Sw)
∂pc
∂pc
∂t
= −∂Sw
∂pc
∂pc
∂t
=
∂Sw
∂pc
µ
∂pw
∂t
− ∂pg
∂t
¶
. (2.74)
Daraus ergeben sich die Kontinuitätsgleichung für die Wasserphase·
nSw
Kw
+ (α− n) Sw
Ks
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
∂pw
∂t
+
·
Sw
Ks
(α− n)
µ
Sg − pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
∂pg
∂t
+ αSw∇vs (2.75)
+
1
ρw
∇
·
ρw
kkrw
ηw
(−∇pw + ρw (g− u¨s))
¸
= 0
und für die Luftphase·
nSg
Kg
+ (α− n) Sg
Ks
µ
Sg − pc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
∂pg
∂t
+
·
(α− n) Sg
Ks
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
∂pw
∂t
+ αSg∇vs (2.76)
+
1
ρg
∇
·
ρg
kkrg
ηg
¡
−∇pg + ρg (g− u¨s)
¢¸
= 0.
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Diese Kontinuitätsgleichungen beschreiben die Entwicklung von Porenwasser- und Po-
renluftdrücken in einer deformierbaren (∇vs) Feststoffstruktur. Die Deformation der
Feststoffstruktur ist abhängig von der effektiven Spannung σ0 und wird im nachfolgen-
den Kapitel Stoffgesetze näher erläutert.
Der analytische Zusammenhang zwischen effektiven Spannungen und den Porendrücken
ist bereits im Abschnitt 2.1.2 erfolgt und lautet
σ = σ0 − αmT (Swpw + Sgpg) .
Diese Gleichung erweitert die Kontinuitätsgleichungen der flüssigen Phasen um die
Spannungsabhängigkeit der Feststoffstruktur. Alle drei Gleichungen zusammen bilden
die analytische Formulierung des Mehrphasenmodells und werden im Kapitel Finite
Elemente Modellierung numerisch approximiert.
Kapitel 3
Stoffgesetze
Stoffgesetze sind mathematische Modelle, die den Zusammenhang zwischen Dehnungen
und Spannungen eines Körpers beschreiben. In diesem Abschnitt wird eine Auswahl an
Stoffgesetzen beschrieben, die für die Simulation von kohäsionslosen Böden verwendet
werden können.
3.1 Elastizität
Die Elastizität beschreibt den Spannungszustand als Funktion des Dehnungszustands
mit
σ0 = f(ε). (3.1)
Die lineare Elastizität stellt den einfachsten Zusammenhang zwischen Dehnungen und
Spannungen dar. Im eindimensionalen Spannungszustand lautet das Stoffgesetz
σ0 = Eε (3.2)
mit dem E-Modul E und der Dehnung ε. Im Raum wird zusätzlich die Querkontraktion
ν benötigt. Der Zusammenhang lautet
σ0 = Eε =


σ0xx
σ0yy
σ0zz
σ0xy
σ0yz
σ0xz


=


2µ+ λ λ λ 0 0 0
λ 2µ+ λ λ 0 0 0
λ λ 2µ+ λ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ




εxx
εyy
εzz
εxy
εyz
εxz


(3.3)
mit den Parametern
µ =
E
2(1 + ν)
und λ =
νE
(1 + ν)(1− 2ν) . (3.4)
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Im ebenen Dehnungszustand werden die Dehnungen εzz, εyz und εxz vernachlässigt.
Die Spannungen ergeben sich zu
σ0 = EEDε =


σ0xx
σ0yy
σ0zz
σ0xy

 =


2µ+ λ 0 0
0 2µ+ λ 0
λ λ 0
0 0 µ




εxx
εyy
εxy

 . (3.5)
Das Elastizitätsgesetz eignet sich nur eingeschränkt für die Simulation von kohäsi-
onslosen Böden, da wichtige Bodeneigenschaften wie z.B. die Steifigkeitsänderung in
Abhängigkeit des Spannungszustands nicht berücksichtigt werden. Es sollte daher nur
in Bereichen kleiner Spannungsänderungen oder zur Berechnung von Wellenproblemen
herangezogen werden.
3.2 Hypoplastizität
Das hypoplastische Stoffgesetz beschreibt die Spannungsänderung ∆σ0 kohäsionsloser,
granularer Medien als Funktion des Spannungszustands σ0, der Dehnungsrate ∆ε und
der Porenzahl e:
∆σ0 = f(σ0,∆ε, e) (3.6)
Es handelt sich hierbei um eine Formulierung vom Ratentyp, welche gewährleistet, dass
sowohl Be- und Entlastungspfade wirklichkeitsnah abgebildet werden können. Da Ver-
dichtungsgrad und Initialspannung erheblichen Einfluss auf das Verformungsverhalten
von kohäsionslosen Böden haben, ist neben der Porenzahl e ebenfalls der Spannungs-
zustand σ0 in der Formulierung enthalten. Die hypoplastische Formulierung von von
Wolffersdorff [54] lautet in tensorieller Schreibweise
∆σ0ij = Lijkl∆εij+Nij
p
∆εkl∆εkl, (3.7)
wobei Lijkl als Tensor vierter Ordnung die lineare Beziehung zwischen Dehnungs- und
Spannungsinkrement beschreibt
Lijkl = fs
1
σˆmn · σˆmn
¡
F 2Iijkl+a2σˆij · σˆkl
¢
(3.8)
und der Tensor Nij den nichtlinearen Anteil repräsentiert:
Nij = fsfd
Fa
σˆkl · σˆkl
¡
σˆij + σˆ
∗
ij
¢
(3.9)
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mit
σˆij =
σ0ij
σmnδmn
, (3.10)
σˆ∗ij = σˆ
0
ij −
1
3
δij, (3.11)
Iijkl = δikδjl, (3.12)
a =
√
3 (3− sinϕc)
2
√
2 sinϕc
, (3.13)
F =
s
1
8
tan2 ψ +
2− tan2 ψ
2 +
√
2 tanψ cos 3Θ
− 1
2
√
2
tanψ, (3.14)
tanψ =
√
3
p
σˆ∗klσˆ
∗
kl und (3.15)
cos 3Θ = −
√
6
σˆ∗ijσˆ
∗
jkσˆ
∗
ki
(σˆ∗mnσˆ
∗
mn)
3/2
. (3.16)
Die skalaren Faktoren fs und fd betragen
fs =
hs
n
³ei
e
´β 1 + ei
ei
µ
−σijδij
hs
¶1−n ·
3 + a2 − a
√
3
µ
ei0 − ed0
ec0 − ed0
¶α¸−1
(3.17)
und
fd =
µ
e− ed
ec − ed
¶α
. (3.18)
Die aktuellen Porenzahlen ex ergeben sich aus den Porenzahlen im Initialzustand ex0,
dem Spannungszustand σ0ij und den Parametern hs und n zu
ei
ei0
=
ec
ec0
=
ed
ed0
=
e
e0
= exp
·
−
µ
−
σ0ijδij
hs
¶n¸
. (3.19)
Für σˆ∗kl = 0 verschwindet cos 3Θ in Gleichung (3.14). In diesem Fall ergibt sich F = 1.
Die Porenzahl e ist definiert als das Verhältnis vom Porenvolumen zum Feststoffvolu-
men (Abschnitt 2.1.1):
e =
Vp
Vs
=
Vp
V − Vp
Aus der Porenzahl e ergibt sich die Porosität n zu
n =
Vp
V
=
e
1 + e
.
Die Parameter des hypoplastischen Stoffgesetzes ϕc, hs, n, ed0, ec0, ei0, α und β können
aus bodenmechanischen Standardversuchen ermittelt werden [29],[?].
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ϕc ist der innere Reibungswinkel und ergibt sich aus dem Scherversuch. Die Granulat-
härte hs und der Exponent n ergeben sich aus dem Triaxialversuch mit behinderter
Seitendehnung (Ödometerversuch). ed0, ec0, ei0 bezeichnen die Porenzahlen bei dich-
tester Lagerung, im kritischen Zustand und bei lockerster Lagerung. Der Einfluss der
Porenzahl e wird durch die Exponenten α und β gesteuert. In Tabelle 3.1 sind exem-
plarisch Stoffparameter für verschiedene Sandtypen zusammengestellt.
Material ϕc[
◦] hs[MPa] n ed0 ec0 ei0 α β
Toyoura Sand 30 2600 0.27 0.61 0.98 1.10 0.18 1.00
Hochstetten Sand 33 1500 0.28 0.55 0.95 1.05 0.25 1.50
Hostun Sand 31 1000 0.29 0.61 0.91 1.09 0.13 2.00
Karlsruher Sand 30 5800 0.28 0.53 0.84 1.00 0.13 1.05
Ottawa Sand 30 4900 0.29 0.49 0.76 0.88 0.10 1.00
Tabelle 3.1: Hypoplastische Modellparameter für verschiedene Sandtypen
3.3 Hypoplastizität mit intergranularer Dehnung
Die von Niemunis und Herle [40] vorgeschlagene Erweiterung des hypoplastischen
Stoffgesetzes um die intergranulare Dehnung, berücksichtigt neben den Verformungen
des Korngerüstes auch die Verformungen in den Kontaktbereichen der einzelnen Kör-
ner. Für kleine Verzerrungen wird daher zunächst ein Anfangswiderstand zwischen
den einzelnen Körnern aktiviert, bevor es zu Verformungen des gesamten Korngerüstes
kommt. Dies ist vor allem für Lastzyklen mit kleinen Amplituden von großem Vor-
teil, da keine überhöhten Dehnungen entstehen. Das im Vergleich zur Gleichung (3.7)
modifizierte Stoffgesetz lautet dann
∆σ0ij =Mijkl∆εkl (3.20)
mit
Mijkl = [ρκmT + (1− ρκ)mR]Lijkl +½
ρκ (1−mT )LijmnSˆmnSˆkl + ρκNijSˆkl
ρκ (mR −mT )LijmnSˆmnSˆkl
für
für
Sˆij∆εij > 0
Sˆij∆εij ≤ 0
. (3.21)
Die zusätzliche Variable Sijwird als intergranulare Dehnung bezeichnet. Die Änderung
der Variablen ergibt sich aus dem Dehnungsinkrement:
∆Sij =
½³
Iijkl − ρβRSˆijSˆkl
´
∆εkl
∆εij
für
für
Sˆij∆εij > 0
Sˆij∆εij ≤ 0
(3.22)
Sˆij ist die Richtung der intergranularen Dehnung und beträgt
Sˆij =
½
Sij/
√
SklSkl
∆εij
für
für
Sij 6= 0
Sij = 0
. (3.23)
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Die normalisierte Größe der intergranularen Dehnung beträgt
0 ≤ ρ =
p
SijSij
R
≤ 1. (3.24)
Die Stoffkonstanten mT , mR, βr und χ bestimmen die Spannungsgradienten im Fall
einer Lastumkehr. Der „Aktionsbereich“ wird mit dem Parameter R beschrieben. Für
einen Hochstetten Sand wurden folgende Werte ermittelt [40]:
mT = 2.0, mR = 5.0, βr = 0.5, χ = 6.0 und R = 0.0001
Anschaulich lässt sich die Funktionsweise der intergranularen Dehnung an einem Kreis
(2D) bzw. einer Kugel (3D) mit dem Radius R im Dehnungsraum erklären (Abbildung
3.1).
εx εx εx
εy εy εy
intergranulare Dehnung
aktiv inaktiv aktiv
Abbildung 3.1: Intergranulare Dehnung
Der aktuelle Dehnungszustand liege innerhalb eines Kreises. Die Lage des Kreises bleibt
solange unverändert, bis der aktuelle Dehnungszustand an den Rand des Kreises stößt
und diesen verlässt. In diesem Fall bewegt sich der Kreis mit dem Dehnungsinkrement
in seine Richtung. Es liegt keine Bewegung des Kreises vor, wenn Sˆij∆εij ≤ 0 ist. In
diesem Fall ist die intergranulare Dehnung aktiv (ρ < 1). Andernfalls ( Sˆij∆εij > 0)
sind die Gleichungen (3.20) und (3.7) identisch (ρ = 1) und es ergibt sich wieder das
hypoplastische konstitutive Modell.
32 KAPITEL 3. STOFFGESETZE
Kapitel 4
Bestimmung der Modellparameter
Die Ergebnisqualität bei der Anwendung eines Modells wird unmittelbar durch die
Qualität der Modellparameter bestimmt. In diesem Abschnitt werden die physikali-
schen Hintergründe der verwendeten Modellparameter erläutert und ihre Bestimmung
erklärt. Die Parameter und Funktionen werden entsprechend ihrer physikalischen Be-
deutung in die Bereiche Hydraulik und Festkörpermechanik gegliedert.
4.1 Hydraulische Parameter und Funktionen
Zu den hydraulischen Parametern zählen die Viskosität η und die Permeabilität k.
Die Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung Sw(pc) und die relative Permeabilität kri(Sw)
stellen Funktionen dar, die vom Kapillardruck und der Sättigung abhängen. Der fol-
gende Abschnitt dient dazu, die Bestimmung der Parameter und Funktionen anhand
von Versuchen oder Näherungslösungen zu erläutern.
4.1.1 Viskosität
Die Viskosität einer Flüssigkeit kann in verschiedenen Versuchen ermittelt werden. Im
Folgenden werden zwei dieser Versuche beschrieben.
Ermittlung der Viskosität mit dem Gesetz von HAGEN-POISEUILLE
Die experimentelle Bestimmung der Viskosität kann unter Anwendung des Gesetzes von
Hagen-Poiseuille erfolgen. Nach Hagen-Poiseuille beträgt der Durchfluss einer
Flüssigkeit durch ein Rohr der Länge L, dem Durchmesser R und der Druckdifferenz
∆p
dV
dt
=
π∆p
8ηL
R4 (4.1)
Abbildung 4.1 (links) zeigt den Versuchsaufbau und die Definitionen der geometrischen
Parameter.
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h 0
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Abbildung 4.1: Versuchsaufbauten zur Messung der Viskosität (links: Hagen-
Poiseuille, rechts: Stokes)
Die Höhe der Flüssigkeit im Behälter wird zum Zeitpunkt t = t0 mit h0 gemessen.
Die Höhe h1 beschreibt die Höhe der Flüssigkeit zum Zeitpunkt t = t1. Die Viskosität
ergibt sich aus bekannter Geometrie des Ausflussrohres und der Grundfläche A des
Gefäßes zu
η =
πρg
A
µ
h0 + h1
h1
¶
(t1 − t0)
R4
16L
. (4.2)
Ermittlung der Viskosität mit dem STOKES’schen Gesetz
Eine Alternative zur Bestimmung der Viskosität nach Hagen-Poiseuille ergibt sich
aus dem Stokes’schen Gesetz. Eine Kugel erfährt beim Absinken in einem Medium
Kräfte aus Gravitation, Auftrieb und Reibung. Die Gravitations- und Auftriebskräf-
te, dargestellt in Abbildung 4.1 (rechts), ergeben sich aus der Dichte der Kugel des
Mediums. Nach Stokes beträgt die Reibungskraft einer Kugel
FR = 6πrηv. (4.3)
Darin ist r der Radius der Kugel und v die Geschwindigkeit der Kugel entgegen der
Reibungskraft. Nach Bildung des Gleichgewichts beträgt die Viskosität des Mediums
η =
2r2g
9v
¡
ρKugel − ρMedium
¢
. (4.4)
Form und Geometrie des Behälters dürfen das Strömungsfeld der Flüssigkeit nicht
beeinträchtigen. Das Gefäß sollte also deutlich größer sein als der Kugeldurchmesser.
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4.1.2 Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung
Die Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung wird in der Regel experimentell mit demMulti-
step-Outflow-Experiment bestimmt, in dem ein vollständig wassergesättigter Boden
unter Aufbringung eines ansteigenden Luftdrucks drainiert wird. Der schematische Auf-
bau des Experiments ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Der Luftdruck wird stufenweise
gesteigert und auf jedem Niveau solange konstant gehalten bis kein weiteres Wasser
mehr aus der Probe verdrängt wird (statisches Gleichgewicht). Gemessen wird die aus
der Probe verdrängte Wassermenge.
Druckluft
Druckregler
Probenhalter
Durchlässige
Platte
Luftverteilungsbereich
O-Ring
Bodenprobe
Messzylinder
O-Ring
Wasser-
verteilungs-
schlitze
Entlüftungs-
Ventil
Hard und Software
zur 
Kontrolle und 
Datenerfassung
Schlauchverbindung
Druckmesser
DM
Abbildung 4.2: Schematische Darstellung des Multistep-Outflow-Experiments [44]
Abbildung 4.3 zeigt exemplarisch ein Ergebnis des Multistep-Outflow-Experiments.
Der Kapillardruck wurde in den Stufen -12, -20, -30, -50, -100, -150, -220, -300, -330,
und -460 cm Wassersäule gesteigert. Die in jeder Belastungsstufe ausgetretene Was-
sermenge erlaubt (unter Kenntnis der Porenzahl) den Rückschluss auf den jeweiligen
Sättigungsgrad.
Eine Möglichkeit zu einer sinnvollen Abschätzung der Sättigungsbeziehung von gra-
nularen Medien wird von Gülzow [20] vorgestellt. Er beschreibt, wie aus der mit
geringem Aufwand ermittelbaren Kornverteilungskurve direkt auf den Verlauf der Sät-
tigungslinie geschlossen werden kann. Dieses Vorgehen beruht auf der Ähnlichkeit der
Sättigungsfunktion und der Kornverteilungskurve.
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Abbildung 4.3: Ergebnis eines Multistep-Outflow-Experiments [44]
Zur Verwendung der experimentell ermittelten Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung in
einem Modell dienen Regressionsgleichungen, die den Verlauf mit wenigen empirischen
Parametern approximieren [?],[8],[11], [51]. Die bekanntesten Ansätze stammen von
Brooks und Corey [8] und van Genuchten [51].
Brooks und Corey definieren die normierte Sättigung Se mit zwei Parametern:
Se =
( ³
pc
pb
´−λ
für pc ≥ pe
1 für pc < pe
(4.5)
Darin sind pb und λ empirische Parameter und pc der Kapillardruck. Die Sättigung
ergibt sich aus der normierten Sättigung mit bekannter irreduzibler Sättigung Sirr und
maximaler Sättigung Sm zu
Sw = Sirr + Se · (Sm − Sirr). (4.6)
Die Bestimmung der Modellparameter erfolgt durch fitting der Kapillardruck-Sät-
tigungs-Beziehungen in Gleichung (4.5) mit den Versuchsergebnissen. Abbildung 4.4
zeigt die Kapillardruck-Sättigungs-Beziehungen exemplarisch für die Bodentypen Lehm,
Schluff und Sand im Vergleich zu den Versuchsergebnissen. Die dafür verwendeten
Brooks und Corey-Parameter sind in Tabelle 4.1 zusammengestellt. Die Parameter
wurden durch Minimierung der aufsummierten Abweichungsquadrate bestimmt.
pb [kPa] λ
Lehm 28.21 0.10
Schluff 23.51 0.47
Sand 1.53 2.13
Tabelle 4.1: Modellparameter nach Brooks und Corey
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Abbildung 4.4: Sättigungsbeziehung nach Brooks und Corey
Van Genuchten beschreibt die normierte Sättigung mit den Parametern pe, n und
m:
Se =
µ
1 +
µ
pc
pe
¶n¶−m
(4.7)
Auch hier erfolgt die Ermittlung der Sättigung Sw mit Gleichung (4.6). Der empiri-
sche Parameter m wird im Allgemeinen durch m = 1 − 1n ersetzt. Die resultierende
vereinfachte Form ergibt sich zu
Se =
µ
1 +
µ
pc
pe
¶n¶ 1n−1
. (4.8)
Zur Approximation der experimentellen Sättigungsbeziehungen in Abbildung 4.5 er-
geben sich die in Tabelle 4.2 aufgelisteten Van Genuchten-Parameter. Sie wurden
ebenfalls durch Minimierung der aufsummierten Abweichungsquadrate bestimmt.
pe [kPa] n
Lehm 66.0 1.12
Schluff 42.9 1.72
Sand 2.10 6.25
Tabelle 4.2: Modellparameter nach van Genuchten
Der direkte Vergleich der Ansätze nach Brooks und Corey (Abbildung 4.4) und
nach van Genuchten (Abbildung 4.5) zeigt, dass der Ansatz nach van Genuchten
die experimentellen Ergebnisse besser approximiert. Für Böden mit schnell abfallender
Sättigung (hier: Sand) liefert der Ansatz nach Brooks und Corey im kleinen Kapil-
lardruckbereich bessere Ergebnisse, da der plötzliche Sättigungseinbruch analytisch in
Form einer Schaltfunktion abgebildet wird. Der Nachteil dieser Formulierung liegt in
der entstehenden nicht differenzierbaren Stelle der Sättigungsbeziehung.
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Abbildung 4.5: Sättigungsbeziehung nach van Genuchten
4.1.3 Permeabilität
Die Permeabilität ergibt sich am Darcy-Versuchsaufbau nach Abbildung 4.6. Da-
bei wird die Versuchsprobe mit einer Flüssigkeit gesättigt und mit einem konstanten
Druckgefälle durchströmt. Die Permeabilität berechnet sich nach Gleichung (2.22) mit
k =
q · η · l
∆p ·A,
wobei die dynamische Viskosität in Abhängigkeit der Temperatur als physikalische
Konstante einzusetzen ist.
ummantelte
Probe
Kopf-
stücke
Scheidetrichter
Meßzylinder
h2
h 1
Abbildung 4.6: Schematischer Aufbau des Darcy-Versuchs
In der Literatur finden sich eine Vielzahl von Ansätzen zur Schätzung der Permeabilität
basierend auf der Korngrößenverteilung eines Mediums [2],[27],[48]. Der älteste Ansatz
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aus dem Jahr 1893 stammt von Hazen [27]:
k = Ch · f (n) (d10)2 (4.9)
Darin ist Ch eine Konstante mit dem Wert Ch = 6 · 10−4 und f(n) eine Funktion in
Abhängigkeit der Porosität n:
f(n) = (1 + 10 (n− 0.26)) (4.10)
Der Parameter d10 ergibt sich aus der Korngrößenverteilung des Mediums als die Korn-
größe, von welcher 10 Gewichtsprozent kleiner als d ist. Die Ungleichförmigkeit der
Probe U = d60/d10 sollte für die Anwendung der Approximation nach Hazen kleiner
als 5 sein.
4.1.4 Relative Permeabilität
Die Messung der relativen Permeabilität ist in Form von statischen, quasi-statischen
oder Zentrifugen-Versuchen möglich und ausführlich von Quadeer [42] beschrieben.
Im Gegensatz zu Kapillaritäts-Sättigungs-Beziehungen, als rein experimentell zu be-
stimmende Funktionen, können relative Durchlässigkeiten als Näherung analytisch her-
geleitet werden. Sie ergeben sich als Quotient aus durchströmter phasengesättigter
Querschnittsfläche der Porenkanäle und der gesamten Fläche der Porenkanäle. Der
mittlere Porenradius der Kanäle kann mit
r¯ =
SmZ
Sr
r dSw (4.11)
angenähert werden. Der sättigungsabhängige Radius r der Kapillaren ist dabei als
Funktion unbekannt. Aus der umgekehrten Proportionalität zwischen r und dem Ka-
pillardruck pc ergibt sich für den mittleren Radius das Integral
r¯ =
SmZ
Sr
c
pc
dSw. (4.12)
Neben dem Proportionalitätsfaktor c sollte außerdem die Verwindung der Kanäle be-
rücksichtigt werden, da sich mit steigendem Kapillarradius der Weg durch die Boden-
probe verlängert. Aus diesem Interpretationsversuch entwickelten Burdine [9] und
Mualem [39] folgende Bestimmungsgleichungen:
Ansatz nach Burdine:
krw = S2e
SeR
0
1
p2c
dS
1R
0
1
p2c
dS
und krg = (1− Se)2
1R
Se
1
p2c
dS
1R
0
1
p2c
dS
(4.13)
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Ansatz nach Mualem:
krw = S
1
2
e


SeR
0
1
pc
dS
1R
0
1
pc
dS


2
und krg =
p
1− Se


1R
Se
1
pc
dS
1R
0
1
pc
dS


2
(4.14)
Wird der Kapillardruck aus der Sättigungsbeziehung nach van Genuchten bestimmt
(Gleichung 4.8) und in Gleichung (4.14) eingesetzt, ergibt sich
krw =
p
Se
·
1−
³
1− S
n
n−1
e
´n−1
n
¸2
und (4.15)
krg =
p
1− Se
h
1− S
n
n−1
e
i2(n−1n )
. (4.16)
Analog berechnen sich die relativen Permeabilitäten für die Kapillardruck-Sättigungs-
Beziehung nach Brooks und Corey zu
krw = S
5λ+4
2λ
e und (4.17)
krg =
p
1− Se
³
S
1+λ
λ
e − 1
´2
. (4.18)
Die Exponenten in Gleichung (4.14) wurden von Mualem anhand einer Vielzahl von
Versuchsergebnissen an verschiedenen Bodenarten empirisch ermittelt. In der Literatur
finden sich weitere Ansätze für die Bestimmung der relativen Permeabilität die hier
unberücksichtigt bleiben [16].
4.2 Parameter des hypoplastischen Stoffgesetzes
Die Parameter des hypoplastischen Stoffgesetzes (Abschnitt 3.2) in der Version von
von Wolffersdorf [54] ergeben sich aus Standardversuchen der Bodenmechanik.
Zu diesen Versuchen zählen:
• Ödometerversuch
• Schlaggabelversuch
• Einrieselversuch
• Schüttkegelversuch
• Triaxialversuch
Die Parameter der intergranularen Dehnung als Erweiterung des hypoplastischen Stoff-
gesetzes ergeben sich aus zyklischen Versuchen der Bodenmechanik.
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4.2.1 Hypoplastizität in der Version von VON WOLFFERS-
DORF
Im Folgenden wird die Bestimmung der Parameter nach Herle [29] beschrieben. Die
so ermittelten Parameter stellen eine Basis dar und sollten anschließend anhand der
Simulation von Standardversuchen (Ödometer-, Triaxial und Scherversuch) angepasst
werden.
Kritischer Reibungswinkel ϕc
Der kritische Reibungswinkel ϕc lässt sich in einem Schüttkegelversuch ermitteln. Dazu
wird das kohäsionslose Schüttgut aus geringer Höhe zu einem Kegel aufgeschüttet. Der
kritische Reibungswinkel entspricht dem Winkel zwischen der Horizontalen und der
Kegeloberfläche. Der kritische Reibungswinkel ist abhängig von der Kornform, der
Korngröße und der Korngrößenverteilung.
Porenzahlen ed0, ei0 und ec0
Die Porenzahl, also das Verhältnis vom Porenvolumen zum Feststoffvolumen verklei-
nert sich mit zunehmender Verdichtung. Zur Messung der maximalen und minimalen
Porenzahl wird das Material in kleinster und größter Verdichtung in ein Probegefäß
gefüllt. Mit bekannter Kornrohdichte des Materials und der Masse der Füllung lassen
sich die Porenzahlen ermitteln. Die maximale Verdichtung kann mit dem Schlaggabel-
versuch hergestellt werden.
Die Porenzahl ed0 ergibt sich aus der theoretisch dichtesten Lagerung einer Probe oh-
ne Korndruck. Die dichteste Lagerung des Bodens wird mit dem Schlaggabelversuch
hergestellt. Dazu wird der Boden in einem zylindrischen Gefäß mittels Schlaggabel
gerüttelt. Als Näherung gilt:
ed0 = emin (4.19)
Die Porenzahl ei0 ergibt sich aus der theoretisch lockersten Lagerung einer Probe ohne
Korndruck. Dieser Parameter ist (im Gravitationsfeld) nicht messbar. Herle schlägt
für Quarzsande als Näherung das 1.15-fache der maximalen Porenzahl emax vor, welche
aus dem Einrieselversuch ermittelt werden kann:
ei0 = 1.15 · emax (4.20)
Nach Herle entspricht die Porenzahl im kritischen Zustand ec0 der maximalen Poren-
zahl emax aus dem Einrieselversuch:
ec0 = emax (4.21)
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Granulathärte hs und Exponent n
Der Exponent n kann aus der Kompressionskurve des Ödometerversuchs abgeleitet
werden. Der Ödometerversuch ist ein Triaxialversuch mit verhinderter Querdehnung.
Die Probe wird, wie in Abbildung 4.7 dargestellt, in die Vorrichtung eingefüllt und
axial belastet.
N
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Abbildung 4.7: Versuchsaufbau Ödometerversuch
Die Dehnungsrate beim Ödometerversuch lautet mit der x-Achse als Belastungsrich-
tung
ε˙ =


ε˙xx
0
0
0
0
0


. (4.22)
Der resultierende Spannungszustand kann mit folgendem Vektor beschrieben werden:
σ0 =


σxx
σyy
σzz
0
0
0


, (4.23)
wobei
σ0yy = σ
0
zz. (4.24)
Der Druck ps ist definiert als das Mittel des hydrostatischen Drucks
ps =
1
3
σii. (4.25)
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Die nicht gemessenen Seitendrücke σyy = σzz können mit der Jaky-Formel angenähert
werden:
σ0yy = σ
0
zz = σ
0
xx(1− sinϕc) (4.26)
Damit beträgt der Druck
ps = σ
0
xx
µ
1− 2
3
sinϕ
¶
. (4.27)
Die Kompressionskurve ist das Ergebnis des Ödometerversuchs und zeigt den Zusam-
menhang zwischen dem hydrostatischen Druck ps und der Porenzahl (Abbildung 4.8).
CC1
CC2
ln(ps1) ln(ps2)
e2
e1
e
ln(p s)
Abbildung 4.8: Kompressionskurve aus dem Ödometerversuch
In dem für die Simulation relevanten Spannungsbereich werden zwei Punkte auf der
Kompressionskurve ausgewählt. Für beide Punkte können jeweils die Porenzahl e, der
Druck ps und der Kompressionsbeiwert Cc ermittelt werden. Der Kompressionsbeiwert
Cc entspricht der Steigung der Kompressionskurve bei logarithmischer Darstellung des
Drucks ps:
CC =
de
d ln(ps)
(4.28)
Der Exponent n ergibt sich zu
n =
ln
³
e1
e2
CC2
CC1
´
ln
³
ps2
ps1
´ . (4.29)
Die Granulathärte hs ist abhängig von der Kornform und der Korngrößenverteilung und
kann ebenfalls aus dem Ödometerveruch abgeleitet werden. Mit bekanntem Exponent
n ergibt sie sich zu
hs = 3ps
µ
ne
CC
¶ 1
n
. (4.30)
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Die Granulathärte ist, wie der Exponent n, belastungsabhängig und muss für den
relevanten Spannungsbereich ermittelt werden.
Exponenten α und β
Herle [29] beschreibt den Exponent α in Abhängigkeit der bezogenen Lagerungsdichte
re und dem Peakreibungswinkel ϕp. Die relative Porenzahl kann nach Herle mit
re =
e− ed
ec − ed
(4.31)
ermittelt werden. Der Peakreibungswinkel ergibt sich beim Abscheren aus dem Span-
nungszustand, in dem sowohl die volumetrische Dehnungsrate tr(ε) als auch die Span-
nungsrate ∆σ0 verschwindet. Er beträgt
sin(ϕp) =
σ01 − σ02
σ01 − σ02
. (4.32)
Für Reibungswinkel ϕc zwischen 28
◦ und 36◦ liegt der Exponent α zwischen 0.1 und
0.3. Der Exponent β kann i. A. zu 1.0 angenommen werden.
Eine genaue Ermittlung des Exponenten α ist durch die Simulation des Triaxial- und
des Scherversuchs möglich. Die Versuchsdurchführung und die für die Simulation er-
forderlichen Randbedingungen werden im Folgenden erläutert.
Triaxialversuch Der Triaxialversuch dient zur Untersuchung der Verformungseigen-
schaften und der Scherfestigkeit von Böden im dreiachsigen Spannungszustand. Da-
zu wird eine zylindrische Probe zunächst durch einen Flüssigkeitsdruck hydrostatisch
vorbelastet und anschließend unter konstantem Radialdruck axial zusammengedrückt
(Abbildung 4.9). Mit diesem Versuch kann der Spannungs-Verformungszustand unter
beliebigen radialsymmetrischen Zuständen untersucht werden.
Bis zum Erreichen des hydrostatischen Drucks lautet die Dehnungsrate
ε˙ =


ε˙xx
ε˙yy
ε˙zz
0
0
0


(4.33)
mit
ε˙xx = ε˙yy = ε˙zz. (4.34)
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Abbildung 4.9: Versuchsaufbau Triaxialversuch
Der daraus resultierende Spannungszustand ergibt sich zu
σ0 =


σ0xx
σ0yy
σ0zz
0
0
0


. (4.35)
Darin sind die Spannungen σ0xx, σ
0
yy und σ
0
zz gleich groß:
σ0xx = σ
0
yy = σ
0
zz (4.36)
Nach Erreichen des hydrostatischen Spannungsniveaus wird dieses konstant gehalten
und die Axiallast N gesteigert. Die Dehnungsrate kann mit
ε˙ =


ε˙xx
ε˙yy
ε˙zz
0
0
0


(4.37)
beschrieben werden, wobei die Dehnungsraten in y- und z-Richtung gleich groß sind:
ε˙yy = ε˙zz (4.38)
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Der Spannungszustand lautet dann
σ0 =


σ0xx
σ0yy
σ0zz
0
0
0


. (4.39)
Aufgrund der Rotationssymmetrie sind die Spannungen in y- und z-Richtung gleich
groß:
σ0yy = σ
0
zz = const. (4.40)
Scherversuch Im Scherversuch wird das Verhalten des Bodens auf Abscheren un-
tersucht (Abbildung 4.10).
N
T
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Abbildung 4.10: Versuchsaufbau Scherversuch
Die Bodenprobe wird zuerst mit einer Normalkraft bzw. Normalspannung vorgespannt
und anschließend abgeschert. Der Scherversuch kann in zwei Varianten durchgeführt
werden.
In der ersten Variante wird die Normalspannung während des Abschervorgangs kon-
stant gehalten. Gemessen wird die aufgebrachte Schubkraft, der Scherweg und die
vertikale Verformung der Bodenprobe. Damit ergibt sich die Dehnungsrate für die x-
Richtung als Belastungsrichtung zu
ε˙ =


ε˙xx
0
0
ε˙xy
0
0


. (4.41)
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In der zweiten Variante des Scherversuchs, dem „constant volume simple shear test”
wird die Position der Druckplatte nach Aufbringen der Normalkraft arretiert. Im Ver-
lauf des Abschervorgangs werden die Scherkraft, der Scherweg und die Normalspan-
nung gemessen. Während der Versuchsdurchführung wird die Dehnungsrate beschrie-
ben durch:
ε˙ =


0
0
0
ε˙xy
0
0


(4.42)
Der resultierende Spannungszustand lautet
σ0 =


σ0xx
σ0yy
σ0zz
σ0xy
0
0


. (4.43)
4.2.2 Parameter der intergranularen Dehnung
Die Bestimmung der Parameter der intergranularen Dehnung basiert auf Niemunis
und Herle [40]. Im Vergleich zu den Parametern der Grundversion der Hypopla-
stizität können diese Parameter nur mit Hilfe aufwendiger zyklischer Versuche (z.B.
zyklischer Ödometerversuch und zyklischer Scherversuch) ermittelt werden. Die Be-
stimmung der Parameter erfolgt durch Anpassung der Simulationsergebnisse an die
Versuchsergebnisse. Im Folgenden werden die Einflüsse der Parameter beschrieben.
Aktionsbereich der intergranularen Dehnung R
Der Aktionsbereich der intergranularen Dehnung R ist abhängig von der Struktur des
Korngerüstes. Er entspricht dem Dehnungsbereich, in dem die Steifigkeit eines Ver-
suchskörpers im Falle einer Dehnungsumkehr nahezu konstant bleibt.
Konstanten mT und mR
Durch die Konstanten mT und mR wird die Veränderung der Steifigkeit im Falle einer
Dehnungsumkehr gesteuert. Ändert sich die Dehnungsrichtung um 90◦, so ändert sich
die Steifigkeit von ET auf E0 mit ET = E0 ·mT . Bei einer vollständigen Dehnungsum-
kehr (180◦) ändert sich die Steifigkeit von ER auf E0 mit ER = E0 ·mR. E0 entspricht
der Steifigkeit des Körpers in 0◦-Richtung. Zur Bestimmung der Parameter schlagen
Niemunis und Herle vor, einen Versuchskörper bei gleich bleibender Belastungsge-
schichte in verschiedene Richtungen zu verformen.
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Parameter χ und βr
Der Parameter χ bestimmt den Verlauf der Steifigkeitsänderung bei Änderung der Ver-
formungsrichtung. Wie in der Erläuterung der Konstanten mT und mR beschrieben,
ändert sich mit der Verformungsrichtung die Steifigkeit des Materials. Der Parameter
χ tritt in der Formulierung als Exponent über der normalisierten Größe der intergra-
nularen Dehnung auf und „glättet” so die Steifigkeitsänderung. Dieser Parameter kann
nach Niemunis und Herle an einem zyklischen „small-strain-test” ermittelt werden.
Der Parameter βr bestimmt die Entwicklung der intergranularen Dehnung. Niemu-
nis und Herle geben für die Bestimmung dieses Parameters ein Diagramm mit den
Eingangsgrößen εSOM , R und χ an [40]. εSOM ist die Länge eines geraden Dehnungs-
pfads zwischen der Stelle bei Dehnungsumkehr und der Stelle, an der die Steifigkeit
definitionsgemäß auf 10 % der Steifigkeit unmittelbar nach der Umkehr gesunken ist.
Kapitel 5
Finite Elemente Modellierung
Die Finite Elemente Modellierung dient der numerischen Approximation der im Ab-
schnitt 2.2 hergeleiteten Differentialgleichungen. Zu diesem Zweck werden zunächst
die Gebietsgrößen Verschiebung sowie Porenwasser- und Porenluftdruck mit Hilfe von
Ansatzfunktionen in Abhängigkeit der Knotengrößen des Randes definiert. Im zweiten
Schritt werden die diskretisierten Größen in die Kontinuitätsgleichungen aus Abschnitt
2.2 eingesetzt und zu einer Differentialgleichung zusammengefasst.
Aus der Differentialgleichung ergeben sich die Massen-, die Dämpfungs- und die Stei-
figkeitsmatrix für das finite Element, die unter Anwendung gängiger Verfahren (New-
mark- und Trapezoidverfahren) integriert werden können. Nach Erläuterung der Rand-
bedingungen erfolgt abschließend die Implementierung des Elements und des hypopla-
stischen Materialgesetzes in das FE-Programmsystem ANSYS [1].
5.1 Diskretisierung der Zustandsgrößen
Zur Approximation von Differentialgleichungen mittels finiter Elemente existieren ver-
schiedene Lösungsansätze. Der im Weiteren verwendete Ansatz, das Verfahren nach
Galerkin, wird als die schwache Form des Gleichgewichts bezeichnet. Im Folgenden
wird das grundsätzliche Vorgehen vorgestellt und anschließend auf die Herleitung der
Elementmatrizen des Drei-Phasen-Modells angewendet.
Das Verfahren von Galerkin beruht auf dem Prinzip der gewichteten Residuen. Hier-
bei wird eine Näherungsfunktion gewählt, die in die Differentialgleichung eingesetzt
wird. Der Approximationsfehler, auch als Residuum bezeichnet, der durch diesen An-
satz entsteht, muss im Mittel über die Fläche verschwinden. Die Näherungslösung der
Differentialgleichung wird mit einer Wichtungsfunktion multipliziert, die identisch mit
der Ansatzfunktion ist. Anschließend wird diese Funktion über das Gebiet integriert
und zu Null gesetzt, wodurch der gewichtete Fehler minimiert wird.
Die Verschiebungen in einem beliebigen Element des Bodenskeletts sowie die Flüssig-
keits- und Luftdrücke werden mittels der Ansatzfunktionen Nu und Np und den Vek-
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toren der Knotenverschiebungen u¯ und der Knotendrücke p¯w und p¯g approximiert:
u = Nuu¯ (5.1)
pw = Npp¯w, (5.2)
pg = Npp¯g (5.3)
Analog lauten die Ableitungen nach der Zeit:
u˙ = Nu
·
u¯ (5.4)
p˙w = Np
·
p¯w, (5.5)
p˙g = Np
·
p¯g (5.6)
und
u¨ = Nu
··
u¯ , (5.7)
p¨w = Np
··
p¯w, (5.8)
p¨g = Np
··
p¯g. (5.9)
5.1.1 Diskretisierte Form der Kontinuitätsgleichung der Fest-
stoffphase
Basierend auf dem Term des Gleichgewichts zwischen effektiven Spannungen σ0 und
den Porendrücken (Gleichung 2.16) gilt
σ0 = σ −mTα (SwNpp¯w + SgNpp¯g) (5.10)
bzw.
σ0 +mTα (Swpw + Sgpg)− σ = 0. (5.11)
Das Einsetzen der Approximationsfunktionen (5.2) und (5.3) liefert
σ0 +mTα (SwNpp¯w + SgNpp¯g)− σ = 0. (5.12)
Das Residuum der Approximation beträgt
R = σ0 +mTα (SwNpp¯w + SgNpp¯g)− σ. (5.13)
Die Minimierung des Residuums R über das Gebiet Ω liefertZ
RdΩ =Z
σ0dΩ+
Z
BTmTαSwNpdΩp¯w +
Z
BTmTαSgNpdΩp¯g (5.14)
−
Z
Nu
£
ρs(1− n) + nSwρw + nSgρg
¤
(g − u¨s)dΩ
−
Z
NuσdΓ = 0.
5.1. DISKRETISIERUNG DER ZUSTANDSGRÖSSEN 51
Daraus folgt Z
Nu
£
ρs(1− n) + nSwρw + nSgρg
¤
NudΩ
··
u¯s
+
Z
σ0dΩ+
Z
BTmTαSwNpdΩp¯w +
Z
BTmTαSgNpdΩp¯g (5.15)
=
Z
Nu
£
ρs(1− n) + nSwρw + nSgρg
¤
gdΩ
+
Z
NuσdΓ.
5.1.2 Diskretisierte Form der Kontinuitätsgleichung der flüs-
sigen Phase
Aus der Kontinuitätsgleichung der Wasserphase in Gleichung (2.75) folgt nach Einset-
zen der diskretisierten Zustandsgrößen·
nSw
Kw
+ (α− n) Sw
Ks
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
Np
·
p¯w+·
Sw
Ks
(α− n)
µ
Sg − pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
Np
·
p¯g + αSwm
TLNu
·
u¯+ (5.16)
1
ρw
∇
·
ρw
kkrw
ηw
³
−∇Npp¯w + ρwNu
··
u¯
´¸
= 0
wobei die Feststoffpartikelgeschwindigkeit ∇vs für den zweidimensionalen Fall als Dif-
ferentialform ersetzt wurde:
∇vs =
∂2u
∂t∂x
+
∂2u
∂t∂y
=
∂εx
∂t
+
∂εy
∂t
=mT
∂ε
∂t
=mTLvs (5.17)
mit
mT =


1
1
0

 und ε =
£
εx εy εxy
¤
(5.18)
sowie dem Differentialoperator
L =


∂
∂x 0
0 ∂∂y
∂
∂y
∂
∂x

 . (5.19)
Im rotationssymmetrischen Fall mit der y-Achse als Rotationsachse lauten
mTrot =


1
1
1
0

 , εrot=
£
εr εy εz εry
¤
(5.20)
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und
L =


∂
∂r 0
0 ∂∂y
0 0
∂
∂y
∂
∂r

 . (5.21)
Das Residuum ergibt sich damit zu
R =
·
nSw
Kw
+ (α− n) Sw
Ks
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
Np
·
p¯w+·
Sw
Ks
(α− n)
µ
Sg − pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
Np
·
p¯g + αSwm
TLNu
·
u¯+ (5.22)
1
ρw
∇
·
ρw
kkrw
ηw
³
−∇Npp¯w + ρw
³
g−Nu
··
u¯
´´¸
.
Die Minimierung des Residuums R über das Gebiet Ω liefertZ
RdΩ =Z
NTp
·
nSw
Kw
+ (α− n) Sw
Ks
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ
·
p¯w
+
Z
NTp
·
Sw
Ks
(α− n)
µ
Sg − pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ
·
p¯g (5.23)
+
Z
NTp αSwm
TLNudΩ
·
u¯+Z
NTp
1
ρw
∇
·
ρw
kkrw
ηw
³
−∇Npp¯w + ρw
³
g−Nu
··
u¯
´´¸
dΩ = 0.
Die Anwendung des Greenschen Integralsatzes für den Term
Z
NTp
1
ρw
∇
·
ρw
kkrw
ηw
³
−∇ (Npp¯w) + ρw
³
g −Nu
··
u¯
´´¸
dΩ (5.24)
ergibt die vereinfachte Integralform
Z
NTp
·
kkrw
ηw
(−∇ (Npp¯w) + ρwg)
¸
dΓ
−
Z
∇NTp
·
kkrw
ηw
³
−∇Npp¯w + ρw
³
g −Nu
··
u¯
´´¸
dΩ. (5.25)
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Mit Gleichung (5.25) lautet Gleichung (5.23)Z
NTp
·
nSw
Kw
+ (α− n) Sw
Ks
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ
·
p¯w
+
Z
NTp
·
Sw
Ks
(α− n)
µ
Sg − pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ
·
p¯g
+
Z
NTp αSwm
TLNudΩ
·
u¯
+
Z
∇NTp
kkrw
ηw
∇NpdΩp¯w (5.26)
+
Z
∇NTp
kkrw
ηw
ρwNudΩ
··
u¯
= −
Z
NTp
·
kkrw
ηw
(−∇Npp¯w + ρwg)
¸
dΓ
+
Z
∇NTp
kkrw
ηw
ρwgdΩ.
5.1.3 Diskretisierte Form der Kontinuitätsgleichung der Luft-
phase
Mit den diskretisierten Zustandsgrößen ergibt sich aus der Kontinuitätsgleichung der
Luftphase in Gleichung (2.76):Z
NTp
·
nSg
Kg
+ (α− n) Sg
Ks
µ
Sg − pc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ
·
p¯g
+
Z
NTp
·
(α− n) Sg
Ks
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ
·
p¯w
+
Z
NTp αSgm
TLNudΩ
·
u¯
+
Z
∇NTp
kkrg
ηg
∇NpdΩp¯g (5.27)
+
Z
∇NTp
kkrg
ηg
ρgNudΩ
··
u¯
= −
Z
NTp
·
kkrg
ηg
¡
−∇Npp¯g + ρgg
¢¸
dΓ
+
Z
∇NTp
kkrg
ηg
ρggdΩ
5.1.4 Gesamtgleichungssystem
Das resultierende Gleichungssystem setzt sich aus den Gleichungen (5.15), (5.26) und
(5.27) zusammen und stellt eine Approximation der Differentialgleichung dar. Zur Ver-
einfachung der Darstellung werden Abkürzungen verwendet.
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Die MassenmatrizenM,Mw undMg:
M =
Z
Nu
£
ρs(1− n) + nSwρw + nSgρg
¤
NudΩ (5.28)
Mw =
Z
∇NTp
kkrw
ηw
ρwNudΩ (5.29)
Mg =
Z
∇NTp
kkrg
ηg
ρgNudΩ (5.30)
Die Kopplungsmatrizen Cws, Csw, Cgs, Csg, Cwg und Cgw:
Cws = C
T
sw =
Z
NTp αSwm
TLNudΩ (5.31)
Cgs = C
T
sg =
Z
NTp αSgm
TLNudΩ (5.32)
Cwg =
Z
NTp
·
Sw
Ks
(α− n)
µ
Sg − pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ (5.33)
Cgw =
Z
NTp
·
Sg
Ks
(α− n)
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
+ n
∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ (5.34)
Die Kompressibilitätsmatrizen Pww und Pgg:
Pww =
Z
NTp
·
nSw
Kw
+ (α− n) Sw
Ks
µ
Sw + pc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ (5.35)
Pgg =
Z
NTp
·
nSg
Kg
+ (α− n) Sg
Ks
µ
Sg − pcc
∂Sw
∂pc
¶
− n∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ (5.36)
Die Permeabilitätsmatrizen Hww und Hgg:
Hww =
Z
∇NTp
kkrw
ηw
∇NpdΩ (5.37)
Hgg =
Z
∇NTp
kkrg
ηg
∇NpdΩ (5.38)
Die Gebietskräfte fΩu , f
Ω
pw und f
Ω
pg :
fΩu =
Z
Nu
£
ρs(1− n) + nSwρw + nSgρg
¤
gdΩ (5.39)
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fΩpw =
Z
∇NTp
kkrw
ηw
ρwgdΩ (5.40)
fΩpg =
Z
∇NTp
kkrg
ηg
ρggdΩ (5.41)
Die Randkräfte fΓu , f
Γ
pwund f
Γ
pg :
fΓu =
Z
NuσdΓ (5.42)
fΓpw = −
Z
NTp
·
kkrw
ηw
(−∇Npp¯w + ρwg)
¸
dΓ (5.43)
fΓpg = −
Z
NTp
·
kkrg
ηg
¡
−∇Npp¯g + ρgg
¢¸
dΓ (5.44)
Mit diesen Abkürzungen lässt sich das Gleichungssystem wie folgt formulieren:


M 0 0
Mw 0 0
Mg 0 0




··
u¯
0
0

+


C 0 0
Cws Pww Cwg
Cgs Cgw Pgg




·
u¯
·
p¯w·
p¯g

+


0 −CTws −CTgs
0 Hww 0
0 0 Hgg




u¯
p¯w
p¯g

+
Z
σ0dΩ


1
0
0

 =


fΩu
fΩpw
fΩpg

+


fΓu
fΓpw
fΓpg

 (5.45)
Der Term Z
σ0dΩ


1
0
0

 (5.46)
enthält das Integral über die effektiven Spannungen im Gebiet Ω. Diese allgemeine For-
mulierung erlaubt es, beliebige nichtlineare Stoffgesetze zu verwenden. Für den linear-
elastischen Fall lautet die DGL


M 0 0
Mw 0 0
Mg 0 0




··
u¯
0
0

+


C 0 0
Cws Pww Cwg
Cgs Cgw Pgg




·
u¯
·
p¯w·
p¯g

+


Kel −CTws −CTgs
0 Hww 0
0 0 Hgg




u¯
p¯w
p¯g

 =


fΩu
fΩpw
fΩpg

+


fΓu
fΓpw
fΓpg

 (5.47)
mit der Steifigkeitsmatrix der Verschiebungsfreiheitsgrade
Kel =
Z
BTEBdΩ. (5.48)
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5.2 Zeitliche Diskretisierung
Es existiert eine Vielzahl von impliziten und expliziten Algorithmen zur Lösung von
Differentialgleichungen. Die Wahl einer Methode ist entscheidend für die Stabilität
und die Genauigkeit der Lösung. Sie ist daher in Abhängigkeit von der betrachtenden
Problematik und dadurch vom Typ der zu lösenden Differentialgleichungen zu wählen.
Je nach der Existenz der ersten oder zweiten zeitlichen Ableitung der Freiheitsgrade
wird zwischen „First-Order” und „Second-Order” Problemen unterschieden.
In der einschlägigen Literatur wird eine große Anzahl von Möglichkeiten zur Lösung
beider Probleme ausführlich erläutert [57]. Im Weiteren werden lediglich die für die
Lösung des Mehrphasenmodells verwendeten Methoden beschrieben.
5.2.1 Das NEWMARK-Verfahren
Liegt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
Mu¨n+1 +Cu˙n+1 +Kun+1 = Fa (5.49)
bestehend aus MassenmatrixM, Dämpfungsmatrix C, Steifigkeitsmatrix K und Last-
vektor Fa zum Zeitpunkt tn+1 vor, so ist das implizite Integrationsverfahren nachNew-
mark das geeignete Lösungsverfahren. Für alle Anwendungen in der Strukturmechanik
und demzufolge auch für die Feststoffmatrix des Bodens, stellt es ein nahezu universell
anwendbares Schema mit großer Stabilität und guter Genauigkeit dar.
Aus den Anfangswerten der Verschiebungen un, Geschwindigkeiten u˙n und Beschleu-
nigungen u¨n zum Zeitpunkt tn ergeben sich mit der Zeitschrittweite ∆t die Geschwin-
digkeiten u˙n+1 und Verschiebungen un+1 zum Zeitpunkt tn+1 :
u˙n+1 = u˙n + [(1− δ) u¨n + δu¨n+1]∆t (5.50)
un+1 = un + u˙n∆t+
·µ
1
2
− α
¶
u¨n + αu¨n+1
¸
∆t2
Daraus folgen die Geschwindigkeiten u˙n+1 und Beschleunigungen u¨n+1 zum Zeitpunkt
tn+1 in Abhängigkeit der Anfangswerte und der Verschiebung zum Zeitpunkt tn+1 :
u¨n+1 = a0 (un+1 − un)− a2u˙n − a3u¨n (5.51)
u˙n+1 = u˙n + a6u¨n + a7u¨n+1
mit den Newmark-Konstanten
a0 =
1
α∆t2
,
a1 =
δ
α∆t
,
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a2 =
1
α∆t
,
a3 =
1
2α
− 1, (5.52)
a4 =
δ
α
− 1,
a5 =
∆t
2
µ
δ
α
− 2
¶
,
a6 = ∆t (1− δ) und
a7 = δ∆t.
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung (5.45) folgt
(a0M+a1C+K)un+1 =
Fa +M (a0un + a2u˙n + a3u¨n) +C (a1un + a4u˙n + a5u¨n) (5.53)
mit der einzigen Unbekannten un+1, die sich über das Gleichgewicht aus inneren und
äußeren Kräften berechnen lässt. Durch eine Rücksubstitution in die Gleichungen (5.51)
werden die aktuelle Geschwindigkeit und die Beschleunigung bestimmt (implizites Ver-
fahren). Für eine stabile Iteration sind für die Newmark-Parameter folgende Grenzen
einzuhalten:
α ≥ 1
4
µ
1
2
+ δ
¶2
δ ≥ 1
2
(5.54)
0 <
1
2
+ δ + α
5.2.2 Generalisiertes Trapezoid Verfahren
Strömungsprobleme werden häufig mit Differentialgleichungen erster Ordnung beschrie-
ben, da die zweite Ableitung des Drucks p nach der Zeit vernachlässigbar ist. Die Dif-
ferentialgleichung besteht aus der Dämpfungsmatrix C, der Steifigkeitsmatrix K und
dem Lastvektor Fap und lautet zum Zeitpunkt tn+1
Cp˙n+1 +Kpn+1 = Fap. (5.55)
Nach dem generalisierten Trapezoidverfahren ergibt sich für ein Zeitintervall ∆t =
tn+1 − tn der Druck zum Zeitpunkt tn+1 zu
pn+1 = pn + (1−Θ)∆tp˙n +Θ∆tp˙n+1. (5.56)
Daraus ergibt sich die erste Ableitung des Drucks zu
p˙n+1 =
1
Θ∆t
(pn+1 − pn) +
1−Θ
Θ
p˙n. (5.57)
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Gleichung (5.55) lautet dann
pn+1
µ
C
Θ∆t
+K
¶
= Fap +C
µ
pn
Θ∆t
− 1−Θ
Θ
p˙n
¶
. (5.58)
Der Parameter Θ kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Für Θ = 1 ergibt sich das
Euler-Backward-Verfahren als Spezialfall des generalisierten Trapezoid Verfahrens.
5.2.3 Anwendung in der dynamischen Analyse
In der dynamischen Analyse ist die Differentialgleichung in Gleichung (5.45) vollständig
besetzt:


M 0 0
Mw 0 0
Mg 0 0




··
u¯
0
0

+


C 0 0
Cws Pww Cwg
Cgs Cgw Pgg




·
u¯
·
p¯w·
p¯g

+


0 −CTws −CTgs
0 Hww 0
0 0 Hgg




u¯
p¯w
p¯g

+
Z
σ0dΩ


1
0
0

 =


fΩu
fΩpw
fΩpg

+


fΓu
fΓpw
fΓpg

 (5.59)
Diese Formulierung wird für dynamische Belastungen mit kurzer Einwirkungsdauer
verwendet. Damit eignet sie sich z.B. für seismischen Untersuchungen.
5.2.4 Anwendung in der quasi-statischen Analyse
Die Differentialgleichung für die quasi-statische Analyse lautet


C 0 0
Cws Pww Cwg
Cgs Cgw Pgg




·
u¯
·
p¯w·
p¯g

+


0 −CTws −CTgs
0 Hww 0
0 0 Hgg




u¯
p¯w
p¯g


+
Z
σ0dΩ


1
0
0

 =


fΩu
fΩpw
fΩpg

+


fΓu
fΓpw
fΓpg

 . (5.60)
Bei der quasi-statischen Analyse liegt der Schwerpunkt auf den strömungsmechanischen
Eigenschaften des Modells. Die Beschleunigungen des Systems sind vernachlässigbar.
Daher kann auf die Verwendung der Massenmatrix verzichtet werden. Das so modi-
fizierte Gleichungssystem kann für alle Untersuchungen, die sich standardmäßig im
Bereich weniger Sekunden bis zu mehreren Jahren abspielen, verwendet werden. Der
genaue Zeitbereich hängt von der Permeabilität des Feststoffs und der dynamischen
Viskosität der Flüssigkeit ab. Zu den Untersuchungen gehören Konsolidationsberech-
nungen, Berechnungen im Bereich Tunnelvortrieb unter Druckluft und Simulation von
Be- und Entwässerungsvorgängen.
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Als beste Lösungsmöglichkeit hat sich hierfür die Kombination aus Newmark-Ver-
fahren für die Strukturfreiheitsgrade und das Trapezoidverfahren für die Druckfrei-
heitsgrade heraus gestellt. In numerischen Simulationen konnte durch die Kombination
der Algorithmen eine stabile Lösungsfindung sichergestellt werden.
5.2.5 Anwendung in der statischen Analyse
Neben den dynamischen und quasi-statischen Formulierungen ergibt sich für den sta-
tischen Fall das zu lösende Gleichungssystem zu


0 −CTws −CTgs
0 Hww 0
0 0 Hgg




u¯
p¯w
p¯g

+
Z
σ0dΩ


1
0
0

 =


fΩu
fΩpw
fΩpg

+


fΓu
fΓpw
fΓpg

 . (5.61)
Im Vergleich zur quasi-statischen Analyse werden im statischen Fall zusätzlich die
zeitlichen Ableitungen der Freiheitsgrade vernachlässigt. Mit dieser Formulierung ist
es nicht möglich, zeitabhängige Prozesse zu beschreiben.
5.3 Randbedingungen
Randbedingungen können in Neumann und Dirichlet Randbedingungen unterteilt
werden. Eine Dirichlet Randbedingung liegt vor, wenn die abhängige Variable auf
einem Rand direkt vorgegeben wird. Sie tritt vor allem an starren Rändern oder an
freien Wasseroberflächen auf. Hier können entweder die Verschiebung oder der Wasser-
bzw. Luftdruck direkt vorgegeben werden.
Wird nicht die Variable, sondern ihre geometrische Ableitung an einem Rand vorge-
geben, liegt eine Neumann Randbedingung vor. Für teilgesättigte Medien ist dies
insbesondere für Strömungen von Interesse, da mit der Neumann Randbedingung ein
Fluidfluss durch einen Rand vorgegeben werden kann.
Der Wasserfluss ergibt sich aus dem Druckgradienten der Wasserphase und der Erdbe-
schleunigung zu
qw = ρw
kkrw
µw
(−∇pw + ρwg) . (5.62)
Entsprechend lautet der Gasfluss
qg = ρg
kkrg
µg
¡
−∇pg + ρgg
¢
. (5.63)
Die Vorgabe der Randbedingung erfolgt direkt in den Randkräften fΓpwbzw. f
Γ
pg. Die
Terme lautet dann
fΓpw = −
Z
NTp
qw
ρw
dΓ und fΓpg = −
Z
NTp
qg
ρg
dΓ. (5.64)
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5.4 Implementierung in ANSYS
5.4.1 Implementierung des Finiten Elements
Die Implementierung in ANSYS [1] erfolgt in Form eines viereckigen, ebenen Schei-
benelements. Das Element erlaubt sowohl die Simulation teilgesättigter Böden im ebe-
nen Dehnungszustand als auch im rotationssymmetrischen Spannungszustand. Die Im-
plementierung erfolgt durch die Verwendung der dafür vorgesehenen User-Element-
Schnittstelle UEL. Der gesamte Berechnungsablauf ist in Abbildung 5.1 dargestellt.
Neben den Freiheitsgraden und ihren zeitlichen Ableitungen werden drei Speicherfelder
an die Elementroutine übergeben. Das erste Feld (SVR) umfasst variable Zustands-
größen, das zweite Feld (RVR) enthält Parameter der Sättigungsbeziehung und der
sättigungsabhängigen Permeabilität. Das Feld MP wird direkt an die Materialroutine
weitergegeben und liefert die Materialparameter der Feststoffphase. Nach Auslesen des
Feldes RVR kann der Berechnungsablauf in porendruckabhängige und -unabhängige
Berechnungsabschnitte unterteilt werden.
In dem porendruckunabhängigen Berechnungsabschnitt werden zuerst die Dehnungen
und die Dehnungsinkremente in jedem Gaußpunkt aus den Verschiebungen u und Ge-
schwindigkeiten u˙ der Knoten ermittelt und anschließend mit den Feldern SVR und
MP an die Materialschnittstelle übergeben. Die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix
wird aus den resultierenden Materialsteifigkeitsmatrizen in den Gaußpunkten aufge-
baut. Nach Integration der resultierenden Spannungen wird bei der Verwendung des
hypoplastischen Stoffgesetzes die Porosität n aus der Porenzahl e berechnet und für den
porendruckabhängigen Berechnungsabschnitt bereitgestellt. Im elastischen Fall werden
die Porenzahl und Porosität als Konstante vorgegeben und nicht aktualisiert.
In dem porendruckabhängigen Berechnungsabschnitt werden die Porendrücke und de-
ren erste Ableitung nach der Zeit in jedemGaußpunkt ermittelt. Die dafür verwendeten
Ansatzfunktionen müssen nicht mit den Ansatzfunktionen der Verschiebungsfreiheits-
grade übereinstimmen. Anschließend folgt die numerische Auswertung der Integrale in
Abschnitt 5.1.4 und der Aufbau der Elementmatrizen M, C und K und der Lastvek-
toren fi.
Die Berechnung der resultierenden effektiven Spannungen und der tangentialen Stei-
figkeitsmatrix erfolgt in einer allgemeinen Schnittstelle zu Stoffgesetzen mit der Be-
zeichnung usermat3d.f . Sie ist kompatibel zu allen USER-Stoffgesetzen der ANSYS
Schnittstelle [1]. Zur Gewährleistung einer pfadabhängigen Berechnung ist das Feld
SVR zweigeteilt. Das bedeutet, dass im Feld SVR zu jedem Zeitpunkt sowohl aktuel-
le Größen als auch die Ergebnisse des letzten Zeitschritts gespeichert sind. Nach der
Lösung des aktuellen Zeitschritts werden die aktuellen Größen aus dem ersten Teil des
Feldes SVR in den zweiten Teil kopiert.
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 • Knotenderu,u,u
Knotenp,p ww ?
Knotenp,p gg ?
Auslesen des Speicherfeldes SVR  
?  σi-1 in Gaußpunkten 
? Zustandsgrößen der Materialroutine 
Auslesen der Elementparameter RVR  
? Festlegung der Sättigungsbeziehung 
 
 
Berechnung der inneren Kräfte 
Berechnung von ε und ∆ε 
Aufruf des Materialmodells 
?  σi in Gaußpunkten 
?  e in den Gaußpunkten 
• Integration der Spannungen 
Berechnung der Kapillardrücke pc 
• Aktualisierung der Porosität 
Festlegung der Gaußpunktanzahl in 
Abhängigkeit der Sättigungsbeziehung 
und der Kapillardruckverteilung 
 
Einmischvorgang der berechneten Vektoren und Matrizen  
Aktualisierung des Speicherfeldes SVR  
  
• K, C, M und F 
Eingangsgrößen: 
 
Ausgangsgrößen: 
 
Aufbau des Lastvektors 
Abbildung 5.1: Berechnungsablauf auf Elementebene
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5.4.2 Wahl der Ansatzfunktionen
Die Wahl der Ansatzpolynome spielt in der Mehrphasenmodellierung eine wichtige
Rolle. Üblicherweise werden für die Strukturfreiheitsgrade biquadratische und für die
Druckfreiheitsgrade bilineare Ansätze gewählt (Schrefler und Scotta [47], Zien-
kiewicz [56]). Sie begründen die Wahl dadurch, dass im voll gesättigten Zustand die
Anteile der Kompressibilitätsmatrizen P und der Permeabilitätsmatrizen H der jewei-
ligen Phasen auf den Diagonalen des Differentialgleichungssystems zu Null werden. Die
daraus resultierenden numerischen Probleme führen zu einer eingeschränkten Lösbar-
keit des Systems. Mit den Ansatzfunktionen
Ω1 =
1
4
· (1− r) · (1− s) , (5.65)
Ω2 =
1
4
· (1 + r) · (1− s) , (5.66)
Ω3 =
1
4
· (1 + r) · (1 + s) , (5.67)
Ω4 =
1
4
· (1− r) · (1 + s) , (5.68)
Ω5 =
1
4
· ¡1− r2¢ · (1− s) , (5.69)
Ω6 =
1
4
· ¡1− s2¢ · (1 + r) , (5.70)
Ω7 =
1
4
· ¡1− r2¢ · (1 + s) und (5.71)
Ω8 =
1
4
· ¡1− s2¢ · (1− r) (5.72)
lautet die Matrix der Ansatzfunktionen für ein 8-Knoten Serendipity Element
N =
·
Ω1 0 Ω2 0 Ω3 0 Ω4 0
0 Ω1 0 Ω2 0 Ω3 0 Ω4
...
...
Ω5 0 Ω6 0 Ω7 0 Ω8 0
0 Ω5 0 Ω6 0 Ω7 0 Ω8
¸
(5.73)
und für ein 4-Knoten Element
N=
·
Ω1 0 Ω2 0 Ω3 0 Ω4 0
0 Ω1 0 Ω2 0 Ω3 0 Ω4
¸
. (5.74)
Die Ansatzfunktionen der Verschiebungen und der Porendrücke können im Element frei
gewählt werden. Im vollständig gesättigten und undrainierten Zustand sind bilineare
Ansatzfunktionen für die Porendrücke zu wählen um eine stabile Lösung zu gewährlei-
sten. Andernfalls liefern biquadratische Ansatzfunktionen für die Porendrücke qualita-
tiv bessere Ergebnisse. Die Ansatzfunktionen der Verschiebungen sollten den Grad der
Ansatzpolynome der Porendrücke nicht unterschreiten.
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5.4.3 Numerische Integration
Die Auswertung der in Abschnitt 5.1.4 definierten Gebietsintegrale erfolgt aufgrund
der Nichtlinearität numerisch. Als Integrationsverfahren wird dieGaußsche Quadratur
gewählt. Das Flächenintegral eines rechteckigen Bereichs ergibt sich aus der Summe der
gewichteten Funktionswerte in den Gaußpunkten:
V =
bZ
a
dZ
c
f(x, y) dx dy =
ngX
i=1
ngX
j=1
1
4
(b− a)(d− c) ·Wi ·Wj · f(xi, yj) (5.75)
mit den Funktionswerten f , den Integrationsgrenzen in x-Richtung a und b, den Inte-
grationsgrenzen in y-Richtung c und d, den Integrationsgewichten W und den Positio-
nen der Stützstellen xi und yj. Die Positionen der Stützstellen und die Integrationsge-
wichte sind abhängig von der gewählten Anzahl der Stützpunkte. Die Positionen der
Stützstellen xk ergeben sich als Nullstellen der Funktion
g(x, n) :=
∂ng
³
ng!
(2ng)!
(x2 − 1)ng
´
∂xng
. (5.76)
Die zugehörigen Integrationsgewichte betragen
Wk =
1Z
−1
ngY
j=1, j 6=k
µ
x− xj
xk − xj
¶2
dx (5.77)
und können Bathe ([3]) entnommen werden.
Für einen rechtwinkligen Integrationsbereich liefert das Integrationsverfahren mit ng×
ng Stützstellen eine exakte Approximation von Bipolynomen (2ng − 1)-ter Ordnung.
Für beliebige Formen des Integrationsbereichs lautet der analytische Zusammenhang
V =
bZ
a
dZ
c
f(x, y) dx dy =
ngX
i=1
ngX
j=1
det(J(xi, yj)) ·Wi ·Wj · f(xi, yj) (5.78)
mit der Jacobideterminate det(J(xi, yj)). Mit zunehmender Abweichung des Integra-
tionsbereichs von der Rechteckform verschlechtert sich die Approximation der zu in-
tegrierenden Funktion. In diesem Fall sollte die Anzahl der Stützstellen vergrößert
werden.
Die numerische Integration der in Abschnitt 5.1.4 definierten Gebietsintegrale erfolgt
standardmäßig mit ng = 3, also 3×3Gaußpunkten. Funktionen, die neben den Ansatz-
funktionen und deren Gradienten die Sättigung Sw bzw. Sg oder die relative Permea-
bilität krw bzw. krg enthalten, können je nach Sättigungsbeziehung und Kapillardruck-
verteilung stark vom Bipolynom (2n−1)-ter Ordnung abweichen. Im Übergangsbereich
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(Abbildung 2.2) wird daher der Grad des Bipolynoms erhöht und so eine bessere Ap-
proximation der zu integrierenden Funktion erreicht. Am Beispiel der Kapillardruck-
Sättigungs-Beziehung nach van Genuchten
Se =
µ
1 +
µ
pc
pe
¶n¶( 1n−1)
(5.79)
kann der Übergangsbereich zwischen ungesättigt und vollständig gesättigt durch die
Schnittpunkte einer Tangente in pe mit den Geraden Se = 1 und Se = 0 begrenzt
werden. Die Tangente mit der Funktionsgleichung
2(
1
n−1) −
µ
1− pc
pe
¶
(1− n) 2(
1
n−2) (5.80)
schneidet Se = 0 in der unteren Übergangsgrenze
pco =
n+ 1
n− 1pe (5.81)
und Se = 1 in der oberen Übergangsgrenze
pcu = pco −
2(2−
1
n)
n− 1 pe. (5.82)
Abbildung 5.2 zeigt exemplarisch eine Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung von van
Genuchten für die Parameter pe = 10 und n = 3. Die Tangente nach Gleichung
(5.80) schneidet Se = 0 in pco = 20 und Se = 1 in pcu = 4.13.
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Abbildung 5.2: Übergangsbereich für detaillierte Integration
Liegt eine Überschneidung der Kapillardruckverteilung im Element mit dem Über-
gangsbereich vor, kann die Anzahl der Gaußpunkte beliebig vergrößert werden. Stan-
dardmäßig wird dieser Bereich mit ng = 7, also 7 × 7 Gaußpunkten approximiert. In
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Abbildung 5.3 ist das Vorgehen der variablen Integrationsordnung für einen Bereich
mit 5× 5 Elementen exemplarisch dargestellt.
Aus dem Sättigungsverlauf (links) ergeben sich die vom Übergangsbereich betroffenen
Elemente. Diese Elemente werden statt der standardmäßigen 3 × 3 -Integration mit
7× 7 Gaußpunkten approximiert.
S =0.0w
S =1.0w
Abbildung 5.3: Beispiel der variablen Integrationsordnung
Die numerischen Abweichungen in Abhängigkeit des Grades der Ansatzfunktionen und
der Integrationsordnung wird in den Abschnitten 6.1.1 und 7.1 näher erläutert.
5.4.4 Umsetzung des hypoplastischen Materialmodells
Das hypoplastische Stoffgesetz ist vom Ratentyp. Das bedeutet, dass basierend auf dem
aktuellen Spannungszustand und dem aufzubringenden Dehnungsinkrement ein Span-
nungsinkrement berechnet wird. Die Berechnungsgenauigkeit ist damit direkt von der
Größe des Dehnungsinkrements abhängig. Für die numerische Umsetzung des Mate-
rialmodells sollte also ein sinnvoller Mittelweg zwischen dem notwendigen Zeitaufwand
für die Berechnung und dem angestrebten Genauigkeitsgrad gewählt werden. Der Ab-
lauf der Berechnung auf Materialpunktebene ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
Die Genauigkeit der Berechnung wird durch zwei Parameter kontrolliert. Der erste
Parameter legt die maximale Größe eines Dehnungssubinkrements ∆∆εij fest. Als Be-
zugsgröße dient dabei der Aktionsradius der intergranularen Dehnung R. Die Anzahl
der Unterteilungen für ein gegebenes Dehnungsinkrement ∆εij wird mit
nstep = nR
p
∆εij∆εij
R
(5.83)
berechnet. Der Parameter nR bestimmt dabei die Anzahl der Schritte innerhalb der
intergranularen Dehnung. Die Anzahl der Unterteilungen nstep wird zusätzlich durch
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Abbildung 5.4: Berechnungsablauf auf Materialpunktebene
nmin und nmax begrenzt:
nmin ≤ nstep ≤ nmax (5.84)
Sinnvolle Werte für nmin und nmax liegen im Bereich von 2 und 10.000. Aus der Anzahl
der Unterteilungen nstep wird in jedem Berechnungsschritt das Subinkrement
∆∆εij =
1
nstep
∆εij (5.85)
ermittelt.
Der zweite Parameter zur Kontrolle der Rechengenauigkeit steuert den Bereich zuläs-
siger Spannungsinkremente. Das zulässige Spannungsinkrement beträgt
∆σgrenz = max(0.01 ·√σijσij,∆σ0), (5.86)
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also maximal 1 % des Betrages der aktuellen Spannung
√
σijσij bzw. für kleine Span-
nungen∆σ0. Der Parameter ∆σ0 sollte je nach Größenordnung der Simulation v 0.1 %
der maximal erreichbaren Spannung betragen. Nach Berechnung des Spannungsinkre-
ments wird überprüft, ob dieses betragsmäßig kleiner als das zulässige Spannungs-
inkrement ist. Ist diese Bedingung erfüllt, werden alle Zustandsgrößen (Spannungen,
Dehnungen, intergranulare Dehnung und Porenzahl) aktualisiert und die Berechnung
fortgeführt. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, wird die Berechnung ohne Aktualisie-
rung der Zustandsgrößen mit verkleinertem Dehnungsinkrement wiederholt. Nach der
Berechnung des letzten Spannungsinkrements wird die tangentiale Materialsteifigkeit
berechnet.
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Kapitel 6
Modellverifikation und
Modellvalidierung
Die Modellverifikation und -validierung des Mehrphasenmodells erfolgt durch den Ver-
gleich mit den Ergebnissen der Berechnungsbeispiele aus der einschlägigen Literatur.
In dem ersten Beispiel wird der Einfluss der variablen Integrationsordnung aus Ab-
schnitt 5.4.3 an einem teilgesättigten Einzelelement untersucht. Anschließend erfolgt
die Validierung des Zweiphasenmodells an einem analytischen und einem experimentel-
len Beispiel. Das Mehrphasenmodell wird im Anschluss auf den Entwässerungsversuch
nach Liakopoulos angewendet und mit den Ergebnissen anderer Autoren verglichen.
Im Abschnitt 6.2 folgt die Anwendung des hypoplastischen Stoffgesetzes und der Inter-
granularen Dehnung. Hier werden die Stoffparameter mit Hilfe von Versuchsergebnissen
exemplarisch für Fraser River Sand bestimmt.
6.1 Mehrphasenmodell
6.1.1 Numerische Integration
Die Genauigkeit der numerischen Integration ist von der Anzahl der gewähltenGaußpunkte
abhängig (Abschnitt 5.4.3). Am Beispiel eines finiten Elements wird die Wichtigkeit der
sättigungsabhängigen Integration demonstriert. Die Knotenkoordinaten des Elements
lauten
Knoten 1 : x = −1, y = −1,
Knoten 2 : x = +1, y = −1,
Knoten 3 : x = +1, y = +1,
Knoten 4 : x = −1, y = +1.
Das globale Koordinatensystem entspricht dem normierten Koordinatensystem mit r
und s. Die Jacobideterminate ergibt sich zu 1. Die Parameter der Kapillardruck-
Sättigungs-Beziehung nach van Genuchten werden für einen sandigen Bodentyp
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mit
pe = 2 kPa und n = 6
angenommen. Die Porendrücke werden so gewählt, dass der Übergangsbereich der
Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung vollständig innerhalb des Elements liegt:
Knoten 1 : pw = 0, pg = 10,
Knoten 2 : pw = 10, pg = 10,
Knoten 3 : pw = 10, pg = 10,
Knoten 4 : pw = 10, pg = 10.
Die Verteilung der Porendrücke wird mit bilinearen Ansatzfunktionen abgebildet. Die
resultierenden Verteilungen der Sättigung Sw und der relativen Permeabilitäten krw
und krg sind in den Abbildungen 6.1 und 6.2 dargestellt.
Abbildung 6.1: Verlauf der Sättigung Sw im Element
Abbildung 6.2: Verlauf der Durchlässigkeitsbeiwerte krw(links) und krg (rechts) im Ele-
ment
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Zur Übersichtlichkeit wird exemplarisch ein Matrixelement der Matrizen in Abschnitt
5.1.4 betrachtet. Die Kopplungsmatrix Cwg lautet bei Vernachlässigung der Feststoff-
eigenschaften (Ks =∞)
Cwg =
Z
NTp
·
n
∂Sw
∂pc
¸
NpdΩ.
Das Matrixelement Cwg[2, 2] lautet für n = 0.5
Cwg[2, 2] =
Z
Ω
−.2384 · (s− 1)7 · (r − 1)5 · (r + 1)2¡
1 + 3.8147 · (s− 1)6 · (r − 1)6¢ 116 dΩ.
Der Integrand von Cwg[2, 2] ist für den Bereich −1 ≤ r ≤ 1 und −1 ≤ s ≤ 1 in
Abbildung 6.3 dargestellt.
Abbildung 6.3: Verlauf des Integranden von Cwg[2, 2] im Element
Die analytische Integration liefert das Ergebnis
Cwg,a[2, 2] = −0.0424263 .
Im Vergleich dazu ergeben sich für eine 3× 3- und 7× 7-Gauß-Integration
Cwg,3×3[2, 2] = −0.0190658 und
Cwg,7×7[2, 2] = −0.0382098.
Die Abweichung der Ergebnisse für Cwg[2, 2] mit 3 × 3 Integrationspunkten liegt bei
55% und kann durch eine 7 × 7-Gauß-Integration auf v 10% reduziert werden. Die
Auswertung der restlichen Matrixelemente in Abschnitt 5.1.4 mit 3 × 3 Integrations-
punkten liefert die untere Grenze der Abweichungen von 2% (Hgg[1, 1], Abbildung 6.4
links) und die obere Grenze von 102% (Hww[1, 2], Abbildung 6.4 rechts). Durch die
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Abbildung 6.4: Verlauf der Integranden Hgg[1, 1] (links) und Hww[1, 2] (rechts) im Ele-
ment
Berechnung mit 7× 7 Integrationspunkten verbessert sich die Approximation auf 1%
(Hgg[1, 1]) bzw. 7% (Hww[1, 2]).
Das dargestellte Beispiel verdeutlicht, dass eine Integration mit 3 × 3 Integrations-
punkten zu starken Abweichungen vom analytischen Ergebnis führen kann. Der Grund
dafür liegt in der Nichtlinearität der Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung. Die Nichtli-
nearität steigt mit zunehmender Durchlässigkeit des Materials, da sich die Breite des
Übergangsbereichs für gröbere Bodentypen verkleinert (Abbildung 2.2). Eine maxi-
male „Verzerrung” des Integranden liegt dann vor, wenn der Übergangsbereich der
Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung vollständig innerhalb des Elements verläuft. Ist
der Boden dagegen vollständig wasser- bzw. luftgesättigt werden sowohl die Sättigung
Si als auch deren Ableitung nach dem Kapillardruck ∂Si/∂pc konstant zu Null.
Anhand der aufgeführten Ergebnisse ergibt sich, dass die Integration des Übergangs-
bereichs mit einer höheren Integrationsordnung für die Simulation von grobkörnigen
Böden sinnvoll ist, da der vollständige Übergangsbereich der Sättigung erfasst werden
kann. Die variable Integrationsordnung erlaubt, Übergangsbereiche und vollständig ge-
sättigte Bereiche mit einer unterschiedlichen Ordnung zu integrieren. Sie stellt damit
für die Anwendung in teilgesättigten Medien eine effiziente Methode dar.
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6.1.2 Konsolidierung einer Bodenschicht
Konsolidierung beschreibt den zeitabhängigen Prozess im Boden, bei dem das Poren-
wasser infolge einer äußeren Belastung entweicht und der Boden eine Setzung erfährt.
Die Dauer dieses Setzungsvorgangs hängt von der Permeabilität des Bodens und der
Viskosität der entweichenden Flüssigkeit ab.
In diesem Beispiel wird die Konsolidierung einer vollständig wassergesättigte Boden-
schicht der Höhe h = 1 m simuliert (Abbildung 6.5). Die Schicht wird zum Zeitpunkt
t = 0 mit einer Flächenast q0 = 10 kN/m2 der Breite 2a = 2 m belastet.
qo
2a
h
Abbildung 6.5: Konsolidierung einer Bodenschicht infolge Belastung der Oberfläche [7]
Die Lösung des Problems erfolgt analytisch und durch numerische Simulation. Die
Ergebnisse der Simulation werden anschließend mit der analytischen Lösung verglichen
und bewertet.
Die verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 6.1 zusammengestellt.
Parameter Symbol Einheit Wert
Elastizitätsmodul E kPa 5000
Querkontraktionszahl µ - variabel
Permeabilität k m2 1.31 · 10−10
Wasserdichte ρw t/m
3 1.0
Wassersättigung Sw t/m3 1.2 · 10−3
Kompressionsmodul Feststoffkorn Ks kPa 1.0 · 109
Kompressionsmodul Wasserphase Kw kPa 2.0 · 106
dynamische Viskosität Wasser ηw kNs/m
2 1.31 · 10−6
Tabelle 6.1: Parameter des Konsolidierungsversuchs
Der Elastizitätsmodul E und die Permeabilität k sind frei gewählt. Die Dichte ρw, der
Kompressionsmodul Kw und die dynamische Viskosität ηw des Wasser stellen Kon-
stanten dar und resultieren aus einer angenommen Temperatur von T = 10 ◦C. Der
Kompressionsmodul des Feststoffkorns Ks ist für Sande im Vergleich zur Kompressibi-
lität des Wassers nahezu unendlich und wird mit Ks = 1.0 · 109 angesetzt.
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Für die Simulation werden die Ansatzfunktionen des Porenwasserdrucks, der Diskreti-
sierungsgrad und die Querkontraktion des Materials variiert (Tabelle 6.2).
Simulation Ansatz Porenwasserdruck Diskretisierung Querkontraktion
A bilinear fein 0.25
B1 bilinear grob 0.25
B2 biquadratisch grob 0.25
C1 bilinear grob 0.48
C2 biquadratisch grob 0.48
Tabelle 6.2: Simulationen des Konsolidierungsversuchs
Durch die Variation der Ansatzfunktionen und des Diskretisierungsgrads kann im an-
schließenden Vergleich die Qualität der Ergebnisse in Abhängigkeit der Approximati-
on beurteilt werden. Die Variation der Querkontraktion ermöglicht den Vergleich der
Ergebnisse mit verschiedenen Konsolidierungsbedingungen, da sich mit der Querkon-
traktion die zu erwartende Endsetzung ändert.
Analytische Lösung
Basierend auf der dreidimensionalen Konsolidierungstheorie von Biot [5] beschreibt
Booker [7] die analytische Lösung für die Konsolidierung einer Bodenschicht. Die
resultierende Setzung mittig unter der Flächenlast stellt er in Abhängigkeit der nor-
mierten Zeit tc, der Endsetzung u∞ und dem Verhältnis a/h dar. Die normierte Zeit tc
definiert Booker als
tc =
c t
h2
.
Darin ist c der Koeffizient der Konsolidierung, t die Zeit und h die Höhe der wasserge-
sättigten Bodenschicht. Der Koeffizient der Konsolidierung lautet
c =
k¯w
ρwg
E (1− µ)
(1 + µ) (1− 2µ)
mit dem Durchlässigkeitsbeiwert k¯w nach Gleichung (2.23). Mit der Permeabilität k
und der Viskosität η ergibt sich der Koeffizient zu
c =
k
ηw
E (1− µ)
(1 + µ) (1− 2µ) .
Aus den Stoffparametern und Abmessungen ergibt sich der Koeffizient c zu
c =
k
ηw
E (1− µ)
(1 + µ) (1− 2µ) = 0.6
m2
s
.
Damit lautet die normierte Zeit
tc =
c t
h2
= 0.6 t.
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Die normierte Setzung nach Booker [7] ist in Abbildung 6.6 für den Punkt mittig
unter der Belastung q0 in Abhängigkeit der Zeit dargestellt.
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Abbildung 6.6: Normierte Setzung (analytische Berechnung nach Booker[7])
Die normierte Setzung ist definiert als der Quotient aus der aktuellen Setzung und der
Setzung im Endzustand. Sie kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Die Endsetzung
entspricht der statischen Lösung des Problems von
u∞ = 1.7 mm.
Mit den gegebenen Parametern ist nach v 0.3 sek die Hälfte der Endsetzung erreicht.
Der gesamte Konsolidierungsvorgang ist nach 3 sek abgeschlossen.
Im Folgenden wird das Konsolidierungsbeispiel numerisch simuliert.
Simulation A
Das in Abbildung 6.7 dargestellte FE-Modell der Simulation A ist unter Ausnutzung
der Symmetrie auf eine Hälfte des Gesamtsystems reduziert.
Die Breite des betrachteten Bodenabschnitts wird mit b = 6.0 m festgelegt. An den
seitlichen Rändern werden die horizontalen Verschiebungen mit ux = 0 vorgegeben. Der
untere Rand stellt eine unverschiebliche Lagerung dar. An der freien Oberseite wird der
Wasserdruck mit pw = 0 vorgegeben. Die Ansatzfunktionen werden für die Verschie-
bungen biquadratisch und für die Porenwasserdrücke bilinear gewählt. Die Simulation
erfolgt in 60 Zeitschritten von 10−4 s bis 2 s.
Die Abbildung 6.8 zeigt die normierte Setzung des Punktes mittig unter der Belastung
q0 in Abhängigkeit der Zeit. Zum Vergleich ist der Verlauf der analytischen Lösung in
Form von Einzelwerten im Diagramm (Abbildung 6.8) dargestellt. Die Ergebnisse der
Simulation und der analytischen Lösung zeigen eine sehr gute Übereinstimmung.
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Abbildung 6.7: Diskretisierung und Randbedingungen der Bodenschicht - feine Diskre-
tisierung (Simulation A)
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Abbildung 6.8: Zeitverlauf der Setzung für µ = 0.25 (Simulation A)
Simulationen B1 und B2
In einer weiteren Berechnung wird die Qualität der Ergebnisse für eine gröbere Dis-
kretisierung untersucht. Das dafür verwendete FE-Modell ist in Abbildung 6.9 dar-
gestellt. Die Ansatzfunktionen der Verschiebungen werden biquadratisch und die der
Porenwasserdrücke bilineare gewählt (B1). Zusätzlich werden die Ansatzfunktionen der
Porenwasserdrücke in einer weiteren Rechnung biquadratisch approximiert (B2). Die
Randbedingungen bleiben gegenüber der Simulation A unverändert.
Die aus der groben Diskretisierung resultierenden Ergebnisse sind in Abbildung 6.10
dargestellt.
Die Setzungen im mittleren Zeitbereich werden für die lineare Approximation der Po-
renwasserdrücke leicht unterschätzt. Trotz der gröberen Diskretisierung kann durch die
Verwendung der biquadratischen Ansatzfunktionen für die Porenwasserdrücke eine sehr
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Abbildung 6.9: Diskretisierung und Randbedingungen der Bodenschicht - gröbere Dis-
kretisierung (Simulationen B1 und B2)
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Abbildung 6.10: Zeitverlauf der Setzung für µ = 0.25 (Simulationen B1 und B2)
gute Übereinstimmung mit der analytischen Lösung erreicht werden.
Die zeitliche Entwicklung des Porenwasserdrucks pw und der effektiven Spannungen σ0
ist Abbildung 6.11 zu entnehmen.
Die Verteilung des Porenwasserdrucks und der effektiven Spannung zum Zeitpunkt
t = 10−4 s veranschaulicht, dass die Belastung zu Beginn fast vollständig vom Poren-
wasser getragen wird. Mit zunehmender Zeit findet eine Lastumlagerung vom Poren-
wasser zur Bodenstruktur statt, die sich auch in der zeitlichen Entwicklung der Ver-
formungen widerspiegelt (Abbildung 6.10). Für t→∞ hat sich der Porenwasserdruck
vollständig abgebaut. Der resultierende Verlauf der effektiven Spannungen entspricht
der elastischen Lösung ohne Berücksichtigung des Porenwassers.
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Abbildung 6.11: Zeitliche Entwicklung der effektiven Spannungen (links) und des Po-
renwasserdrucks (rechts) für µ = 0.25 (A und B2)
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Simulationen C1 und C2
Für die Simulationen C1 und C2 wird die Querkontraktion zu µ = 0.48 gesetzt. Die
übrigen Parameter entsprechen den Vorgaben der Simulationen B1 und B2. Damit
ergibt sich der Konsolidierungskoeffizient nach Booker [7] zu
c =
k
ηw
E (1− µ)
(1 + µ) (1− 2µ) = 4.39
m2
s
.
Die Endsetzung entspricht der statischen Lösung des Problems von
u∞ = 0.714 mm.
Die Simulation erfolgt an dem Finite Elemente Modell in Abbildung 6.9. Die Ergebnisse
der Simulationen mit feiner und gröberer Diskretisierung sind in Abbildung 6.12 den
analytischen Ergebnissen gegenübergestellt.
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Abbildung 6.12: Zeitverlauf der Setzung für µ = 0.48 (Simulationen C1 und C2)
Die Variation der Querkontraktion und die damit verbundene Änderung des Konso-
lidierungskoeffizienten und der Endsetzung zeigt keinen Einfluss auf die Qualität der
Ergebnisse.
Simulation mit veränderten Randbedingungen
In einer weiteren Berechnung wird der Bereich zwischen der Flächenlast und dem Bo-
den den realistischen Eigenschaften eines weichen Streifenfundaments angepasst. Hier-
zu wird der Kontaktbereich zwischen Boden und Fundament als wasserundurchlässig
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Abbildung 6.13: Diskretisierung und Randbedingungen der Bodenschicht - wasserun-
durchlässiger Belastungsbereich
modelliert. Die in diesem Bereich angesetzte Randbedingung pw = 0 wird entfernt
(Abbildung 6.13).
Die übrigen Randbedingungen bleiben unverändert. Die zeitliche Entwicklung des Po-
renwasserdrucks und der effektiven Spannungen in vertikaler Richtung sind in Abbil-
dung 6.14 dargestellt.
Der direkte Kontakt zwischen demPorenwasser imBoden und der Belastung ermöglicht
eine direkte Lastabtragung durch das Wasser zum Untergrund. Daraus resultiert eine
Verringerung der effektiven Spannungen im Vergleich zur durchlässigen Modellierung
des Kontaktbereichs.
Im weiteren zeitlichen Verlauf entzieht sich das Wasser der Belastung bis zu dem Zeit-
punkt, an dem der Wasserdruck auf Null abfällt und der Endzustand erreicht ist.
Zusammenfassung der Ergebnisse
An diesem Beispiel wurde demonstriert, dass das Mehrphasenmodell die Simulation
beliebiger Konsolidierungen mit frei wählbaren Randbedingungen ermöglicht. In der
Simulation wurden der Diskretisierungsgrad, die Ansatzfunktionen und die Querkon-
traktion variiert. Die Validierung des Modells für quasi-statische Berechnungen von
Wasser-Feststoffgemischen erfolgte durch den Vergleich mit analytischen Lösungen von
Booker [7]. Es konnte gezeigt werden, dass die Ergebnisse der analytischen Lösung
durch die quadratische Approximation der Porenwasserdrücke auch mit einem groben
Modell abgebildet werden können.
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Abbildung 6.14: Zeitliche Entwicklung der effektiven Spannungen (links) und des Po-
renwasserdrucks (rechts) für µ = 0, 25 und eine wasserundurchlässige Fundamentsohle
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6.1.3 Luftströmung durch trockenen Sand
Die Luftströmung durch Böden ist für das Bauverfahren Tunnelvortrieb unter Druckluft
von großem Interesse, da die komprimierte Luft im Tunnel durch Risse der aufgetra-
genen Spritzbetonschicht entweichen und so zu einem Druckabfall im Tunnel führen
kann. Zur Untersuchung der Luftverluste wurden an der TU Graz [30] Versuchsreihen
an trockenen Bodenproben durchgeführt. Der dafür verwendete Versuchsaufbau ist in
Abbildung 6.15 dargestellt.
p=0,g
σ'y o=qqo
Luftdruck
Sand
Riss
0.9 
1.0 
0.16 
Versuchsaufbau FE - Modell
u=0xu=0x
u=u=0x ypg
u=0y
x
y
[m]
Abbildung 6.15: Versuchsaufbau und Modellierung des Luftdurchflussversuchs nach
Kammerer [30]
Die zu untersuchende Sandprobe ruht auf einem Spritzbetonelement mit einem Riss
in Elementmitte. Vor Versuchsbeginn wird auf die Sandprobe eine konstante vertika-
le Druckspannung q0 = 250 kPa aufgebracht. Die Position der Lasttraverse über der
Sandprobe wird bei diesem Lastniveau arretiert. Anschließend wird der Luftdruck un-
terhalb des Spritzbetonelements stufenweise bis auf 2 bar gesteigert. Der durch den
Riss abgeminderte Luftdruck an der Sandunterkante baut sich bis zur Oberkante der
Probe vollständig ab. Die Druckverteilung in der Sandprobe wird während der Ver-
suchsdurchführung mit Luftdrucksensoren gemessen.
Die für die Simulation dieses Versuchs verwendeten Materialparameter sind in Tabelle
6.3 zusammengefasst.
Das Materialverhalten des Sands wird aufgrund der Überdrückung mit 250 kPa und des
daraus resultierenden kleinen Spannungsbereichs vereinfachend als elastisch betrachtet
und analog den Berechnungen von Öttl [41] mit E = 24.000 kPa und µ = 0.23 an-
genommen. Porenzahl und Rohdichte wurden im Rahmen der Versuchsdurchführung
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Parameter Symbol Einheit Wert
Elastizitätsmodul E kPa 24.000
Querkontraktionszahl µ - 0.23
Porosität n - 0.45
Permeabilität k m2 variabel
Kornrohdichte ρs t/m
3 2.7
Luftdichte ρg t/m
3 1.3 · 10−3
Kompressionsmodul Feststoffkorn Ks kPa 1.0 · 109
Kompressionsmodul Luftphase Kg kPa 100
dynamische Viskosität Luft ηg kNs/m
2 1.8 · 10−8
Erdbeschleunigung g m/s2 9.81
Tabelle 6.3: Parameter des Luftflussversuchs durch trockenen Sand
gemessen. Die Dichte, die dynamische Viskosität und der Kompressionsmodul der Luft
stellen Konstanten dar und sind für eine Temperatur von T = 15◦ ermittelt worden.
Wie bereits im vorherigen Beispiel erläutert, wird der Kompressionsmodul des Fest-
stoffkorns zu Ks = 1.0 · 109 kPa festgelegt.
In der Simulation soll die Permeabilität des Sands anhand der experimentell ermittelten
Luftdruckverteilung bestimmt werden.
Die Simulation erfolgt an dem in Abbildung 6.15 (rechts) dargestellten FE-Modell im
ebenen Dehnungszustand. Unter Ausnutzung der Symmetrie kann das Modell auf eine
Hälfte reduziert werden. Die angesetzten Randbedingungen können Abbildung 6.15
entnommen werden. Die Ansatzfunktionen der Verschiebung und des Porenluftdrucks
werden biquadratisch approximiert. Wassersättigung und Porenwasserdruck betragen
Sw = pw = 0. Der Luftdruck oberhalb des Risses wird in 120 Schritten mit einer
konstanten Zeitschrittweite von ∆t = 10 s linear bis pg,max gesteigert.
Der Luftdruck an der Probenunterseite pg,max kann aufgrund des Druckverlustes im Riss
nur geschätzt werden. Der unterste Punkt der Luftdruckmessung liegt in einemAbstand
von v 5 cm vom Riss entfernt (Abbildung 6.16) und lieferte im Versuch einen maxima-
len Luftdruck von pg = 7.3 kPa. Unter Berücksichtigung der zunehmenden Steigung
des Luftdrucks in Richtung des Risses kann der Luftdruck an der Probenunterseite in
einem Bereich von 10 kPa < pg < 16 kPa abgeschätzt werden. Für die Simulation
wurde der Luftdruck an der Probenunterseite mit pg,max = 13 kPa angenommen. Die
Permeabilität wurde für die Simulation im Bereich 10−14 m2 ≥ k ≥ 10−11 m2 variiert.
Die resultierenden Luftdruckverteilungen auf der Symmetrieachse x = 0 zum Zeitpunkt
t = 20 min sind in Abbildung 6.16 dargestellt.
Für Permeabilitäten von k = 10−14 m2 und k = 10−13 m2 liegen die simulierten
Luftdrücke unter dem Versuchsergebnis. Für k = 10−12 m2 und k = 10−11 m2 zeigen sie
eine gute Übereinstimmung mit den gemessenen Werten. Aus dieser Übereinstimmung
kann abgeleitet werden, dass die Permeabilität des Materials größer als 10−12 m2 sein
muss. Aus dem identischen Verlauf für Permeabilitäten von k = 10−12 m2 und k =
10−11 m2 ergibt sich, dass sich zum betrachteten Zeitpunkt t = 20 min bereits der
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Abbildung 6.16: Vergleich der Luftdruckverteilung für verschiedene Durchlässigkeiten
zum Zeitpunkt t = 20min
„steady-state” Zustand eingestellt hat. Eine weitere Vergrößerung der Permeabilität
führt entsprechend zum gleichen Ergebnis. Der Sand weist eine Permeabilität von k ≈
10−12 m2 auf und kann daher als sehr durchlässig bezeichnet werden. Kammerer [30]
berichtet, dass die Luftdruckpiezometer in jeder Druckstufe der Versuchsdurchführung
unmittelbar auf die Druckerhöhung an der Probenunterseite reagierten. Diese Tatsache
wird durch die numerisch bestimmte Permeabilität des Sands bestätigt.
Die Lösung mit linearen Ansatzfunktionen für den Porenluftdruck ist ebenfalls in Ab-
bildung 6.16 dargestellt. Die Luftdrücke der linearen Approximation liegen über dem
Versuchsergebnis und der Lösung mit quadratischen Ansatzfunktionen. Die Abweichun-
gen sind aufgrund der feinen Diskretisierung vernachlässigbar. Der zeitliche Verlauf des
Porenluftdrucks bis zum Zeitpunkt t = 20min ist Abbildung 6.17 zu entnehmen. Dabei
wurde die Permeabilität k = 10−12 m2 gewählt. Zum Vergleich sind die Ergebnisse mit
linearen Ansatzfunktionen in Abbildung 6.17 gestrichelt dargestellt.
Abbildung 6.18 zeigt den Verlauf der Luftdrücke und der vertikalen Verformungen in
der Sandprobe zu den Zeitpunkten t = 5min, t = 10min und t = 20min. Die Skala des
Porenwasserdrucks ist zur besseren Übersicht auf pg = 10 kPa beschränkt, da sich der
Luftdruck im Bereich des Risses sehr schnell abbaut. Aus der vorliegenden Abbildung
lässt sich entnehmen, dass die Luft an der Eintrittsstelle radial in die Bodenprobe ein-
strömt und bereits im unteren Drittel der Probe ein nahezu konstantes Strömungsfeld
ausbildet. Im oberen Drittel der Probe findet schließlich kein horizontaler Luftfluss
mehr statt. Das Verformungsbild kann mit bekannten Randedingungen der Simulati-
on direkt aus dem Luftströmungsbild abgeleitet werden. Bedingt durch die schnelle
Ausbildung eines gleichgerichteten Luftströmungsfelds, wird die Probe über die Breite
nahezu konstant in vertikaler Richtung verformt. Der Maximalwert der Verformung
ergibt sich aufgrund der unverschieblichen Oberseite in der Probenmitte und beträgt
v 3 · 10−5 m.
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Abbildung 6.17: Zeitliche Entwicklung des Luftdrucks
In diesem Beispiel wurde die Bestimmung der Permeabilität einer Sandprobe demon-
striert. Die Ermittlung erfolgte durch die Simulation eines Luftströmungsversuchs an
trockenem Sand. Durch die Variation der Permeabilität und den anschließenden Ver-
gleich der Simulationsergebnisse mit den gemessen Daten konnte die Größe der Per-
meabilität eingegrenzt werden. Die resultierende Verteilung des Luftdrucks wird durch
die Versuchsergebnisse bestätigt. Demzufolge ist das vorliegende Mehrphasenmodell
zur Simulation von Luftströmungen im Boden geeignet.
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Abbildung 6.18: Porenluftdruck und vertikale Verschiebungen in der Sandprobe
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6.1.4 Entwässerungsversuch nach LIAKOPOULOS
Der Entwässerungsversuch nach Liakopoulos wurde 1965 vom gleichnamigen Autor
an der University of California, Berkeley durchgeführt [37]. Dieser Versuch dient als
Benchmarktest der Zwei- und Dreiphasenformulierung.
Abbildung 6.19 zeigt den Versuchsaufbau, der aus einer sandgefüllten Säule besteht.
Vor Versuchsbeginn (t < 0) wird in der Säule ein gleichmäßiger Wasserfluss erzeugt,
indem am oberen, offenen Rand kontinuierlich Wasser zugeführt wird, das an der Un-
terseite ungehindert ausfließen kann. Der ständige Fluss des Wassers verhindert den
Aufbau eines Wasserdrucks. Zum Zeitpunkt t = 0 wird die Wasserzufuhr gestoppt und
die Entwicklung des Wasserdrucks mit über die Höhe verteilten Druckaufnehmern ge-
messen. Darüber hinaus wird die ausfließende Wassermenge in Abhängigkeit der Zeit
erfasst.
t < 0 t > 0
u =0xu =0x
u =p =p =y w g 0
p =g 0
x
y
Abbildung 6.19: Versuchsaufbau des Entwässerungsversuchs nach Liakopoulos [37]
Simulation mit zwei Phasen
Der erste Benchmarktest umfasst die Simulation als 2-Phasen-Modell. Die Simulation
des Versuchs erfolgt mit dem ebenfalls in Abbildung 6.19 dargestellten FE-Netz, beste-
hend aus 40 Elementen. An den seitlichen Rändern des Modells werden die Verschie-
bungen in x-Richtung zu Null gesetzt. Der untere Rand ist unverschieblich gelagert. Die
Luft wird als passive Phase betrachtet und in allen Knoten mit pg = 0 vorgegeben. Der
Porenwasserdruck an der Unterkante wird zu pw = 0 gesetzt. Die Ansatzfunktionen der
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Verschiebungen und der Porendrücke sind quadratisch gewählt. Die für die Simulation
angesetzten Parameter nach Liakopoulos [37] sind in Tabelle 6.4 zusammengefasst.
Diese Parameter wurden auch von anderen Autoren für Verifikationsberechnungen an-
gesetzt [17],[35],[49],[41].
Parameter Symbol Einheit Wert
Elastizitätsmodul E kPa 1300
Querkontraktionszahl µ - 0.4
Porosität n - 0.2975
Permeabilität k m2 4.5 · 10−13
Kornrohdichte ρs t/m
3 2.0
Wasserdichte ρw t/m
3 1.0
Luftdichte ρg t/m
3 1.2 · 10−3
Kompressionsmodul Feststoffkorn Ks kPa 1.0 · 109
Kompressionsmodul Wasserphase Kw kPa 2.0 · 106
Kompressionsmodul Luftphase Kg kPa 100
dynamische Viskosität Wasser ηw kNs/m
2 1.0 · 10−6
dynamische Viskosität Luft ηg kNs/m
2 1.8 · 10−8
Erdbeschleunigung g m/s2 9.81
Tabelle 6.4: Parameter des Entwässerungsversuchs nach Liakopoulos
Die von Liakopoulos vorgegebene Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung lautet
Sw = 1.0− 1.9722 · 10−11p2.4279c (6.1)
und die relative Permeabilität des Wassers gibt Liakopoulos mit
krw = 1.0− 2.207(1.0− Sw)1.0121
an. Beide Beziehungen basieren auf experimentellen Untersuchungen. Der Gültigkeits-
bereich ist auf Sättigungen zwischen 0.91 < Sw < 1.0 beschränkt.
In der Simulation werden in einem ersten Schritt die Anfangsbedingungen des Versuchs
zum Zeitpunkt t = 0 nachgebildet. Der konstante Wasserfluss im Modell kann in zwei
verschiedenen Varianten hergestellt werden.
In der ersten Variante wird der Porenwasserdruck an der Oberseite zu Null gesetzt und
die Berechnung unter Eigengewicht gestartet. Nachdem sich ein konstantes Strömungs-
feld in der Säule eingestellt hat und somit auch ein konstanter Wasserdruck pw = 0 in
der Säule herrscht, wird die Randbedingung des Porenwasserdrucks an der Oberseite
entfernt. Dieser Zeitpunkt entspricht dem tatsächlichen Versuchsstart.
In einer alternativen Variante wird auf eine zusätzliche Randbedingung des Porenwas-
serdrucks verzichtet, indem für t < 0 der Wasserfluss als Neumann Randbedingung
an der Oberseite nach Gleichung (5.62) vorgegeben wird und zum Zeitpunkt t = 0
der Wasserfluss zu Null gesetzt wird. Beide Varianten sind anwendbar und führen zu
identischen Ergebnissen.
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Abbildung 6.20: Entwicklung des Porenwasserdrucks und der Sättigung (Liakopulous
- 2 Phasen)
Abbildung 6.20 (links) zeigt die zeitliche Entwicklung des berechneten und des im
Versuch gemessenen Porenwasserdrucks. Die aus dem Wasserdruck der Simulation re-
sultierende Sättigung ist in Abbildung 6.20 (rechts) dargestellt. Die Sättigung wurde
im Rahmen der Versuchsdurchführung nicht gemessen. Für t = 0 liegt eine vollständi-
ge Wassersättigung vor und der Wasserdruck beträgt konstant über die Höhe pw = 0.
Unmittelbar nach Versuchsbeginn verringert sich der Wasserdruck bedingt durch das
Eigengewicht an der Oberseite und vergrößert dadurch den Kapillardruck. Die Sätti-
gungsreduktion resultiert aus dem wachsenden Kapillardruck.
Der in der Simulation ermittelte Porenwasserdruck zeigt in den ersten 10min deutliche
Abweichungen vom Versuchsergebnis und nähert sich diesem anschließend an. Nach
etwa zwei Stunden entspricht der Wasserdruck dem steady-state Zustand.
Der aus dem Gradienten des Porenwasserdrucks abgeleitete Wasserfluss an der Säulen-
unterseite ist in Abbildung 6.21 dargestellt. Der Wasserfluss in der Simulation wird im
Anfangsstadium des Versuchs (t < 15min) leicht unterschätzt. Ab diesem Zeitpunkt
verläuft der simulierteWasserfluss oberhalb des experimentellen Ergebnisses. Insgesamt
wird der Wasserfluss in der Simulation gut errfasst. Die an der Unterseite der Säule
austretende Wassermenge je cm2 (in der Abbildung gestrichelt dargestellt) ergibt sich
aus dem über die Zeit integrierten Wasserfluss. Die experimentell am Versuchsaufbau
gemessene Wassermenge deckt sich mit den in der Simulation erzielten Ergebnissen.
Der Vergleich der Porenwasserdrücke mit den Ergebnissen anderer Autoren ist in Ab-
bildung 6.22 dargestellt. Die Verläufe werden von den Ergebnissen anderer Autoren
bestätigt[49],[41].
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Abbildung 6.21: Wasserfluss und austretende Wassermenge an der Säulenunterseite
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Abbildung 6.22: Vergleich der Porenwasserdrücke mit den Ergebnissen anderer Autoren
[35],[41]
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Simulation mit drei Phasen
In einem weiteren Bechmarktest wird die Problemstellung mit der Dreiphasenformu-
lierung simuliert. Für diese Formulierung wird ebenfalls die Sättigungsbeziehung aus
Gleichung (6.1) angesetzt. Im Vergleich zu gängigen Sättigungsbeziehungen wie die von
Van Genuchten und von Brooks und Corey ist die Sättigungsbeziehung von Lia-
kopoulos nur für einen eingeschränkten Sättigungsbereich gültig. Obwohl mit keinen
Sättigungen außerhalb des Gültigkeitsbereiches zu rechnen ist, ergibt sich aus dieser
Einschränkung das Problem, dass die analytische Ermittlung der relativen Permeabili-
tät durch die Integration der Kapillardruck-Sättigungs-Beziehung nach Mualem [39]
nicht möglich ist. Aus diesem Grund kann die relative Permeabilität der Luft nicht
analytisch ermittelt sondern muss durch eine Schätzung angenähert werden. Lewis
und Schrefler [35] ermitteln die relative Permeabilität der Luft krg basierend auf
der Sättigungsbeziehung von Brooks und Corey und dem Ansatz nach Burdine
[9] zu
krg = (1.0− Se)2
³
1.0− S
2+3λ
λ
e
´
.
Die Randbedingungen stimmen abgesehen vom Porenluftdruck mit der vorherigen Si-
mulation überein. Der Porenluftdruck wird an den freien Rändern der Ober- und Un-
terseite mit pg = 0 vorgegeben. Das konstante Wasserströmungsfeld zu Versuchsbeginn
wird analog der Zweiphasensimulation hergestellt. Obwohl die Säule zu Versuchsbe-
ginn vollständig wassergesättigt ist und sich entsprechend die relative Permeabilität
der Luft zu Null ergibt, wird für die Berechnung eine minimale relative Permeabilität
von krg,min = 10−4 zugrunde gelegt [35], [41]. Dies hat zur Folge, dass ungeachtet einer
vollständigen Wassersättigung ein minimaler Luftfluss möglich ist.
Die unter Berücksichtung des Luft- und Wasserflusses ermittelten Ergebnisse sind Ab-
bildung 6.23 zu entnehmen.
Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Porenwasserdrucks (oben links) und
des Porenluftdrucks (oben rechts). Die Differenz aus Porenluftdruck pg und Porenwas-
serdruck pw ergibt den in der Abbildung unten links dargestellten Kapillardruck pc. Die
Wassersättigung (unten rechts) resultiert aus dem Kapillardruck und der verwendeten
Kapiallardruck-Sättigungs-Beziehung.
Der Luftdruck unterhalb der Oberseite sinkt unmittelbar nach Simulationsbeginn ste-
tig ab und verläuft bis zur Säulenunterseite nahezu linear. Der resultierende Luftun-
terdruck in der Säule senkt den Kapillardruck und vergrößert so die Wassersättigung.
Aus diesem Grund verläuft die Sättigung gekrümmter als in den Ergebnissen der Zwei-
phasenmodellierung. Aufgrund der für die Dreiphasenformulierung ungeeigneten Sät-
tigungsbeziehung weichen die Ergebnisse vom Versuchsergebnis ab. Demzufolge eignet
sich die Simulation mit drei Phasen ausschließlich zum Vergleich mit den Ergebnissen
aus Dreiphasensimulationen anderer Autoren. Abbildung 6.24 zeigt den Verlauf und
die zeitliche Entwicklung des Porenluftdrucks im Vergleich mit den Ergebnissen von
Schrefler und Scotta [47], Gawin [17] und Öttl [41].
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Abbildung 6.23: Ergebnisse der Simulation der Liakopoulos-Säule bei Verwendung
der Dreiphasenformulierung
Der direkte Vergleich der Verläufe zeigt Abweichungen gegenüber den Ergebnissen von
Schrefler und Scotta (Abbildung 6.24 links) und eine sehr gute Übereinstimm-
mung mit den Ergebnissen von Öttl (Abbildung 6.24 rechts). Ferner entsprechen die
Ergebnisse von Gawin mit Ausnahme des Druckverlaufs zum Zeitpunkt t = 5min den
in der vorliegenden Simulation erzielten Verläufen. Die Geschwindigkeit des (negati-
ven) Luftdruckauf- und abbaus und die Lage der minimalen Luftdrücke werden von
Gawin und Öttl bestätigt.
Die Kompressibilität des Feststoffkorns Ks kann als Grund für die unterschiedlichen
Verläufe ausgeschlossen werden. Entsprechend der Annahme von Schrefler und
Scotta wird die Kompressibilität des Feststoffkorns in der vorliegenden Simulation
mit Ks = 1.0 · 109m2 angenommen. Öttl vernachlässigt die Verformbarkeit des Fest-
stoffkorns und setzt Ks = ∞. Trotz unterschiedlicher Kompressibilität zeigen Öttls
Ergebnisse eine gute Übereinstimmung mit den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit.
6.1. MEHRPHASENMODELL 93
-10 -8 -6 -4 -2 0
Öttl
-10 -8 -6 -4 -2 0
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
H
öh
e 
[m
]
Schrefler und Scotta
-10 -8 -6 -4 -2 0
Porenluftdruck pg [kPa]
t = 5 min
t = 10 min
t = 20 min
t = 30 min
t = 1 h
t = 2 h
Gawin
Abbildung 6.24: Vergleich des Porenluftdrucks mit den Ergebnissen von Schrefler
und Scotta [47], Gawin [17] und Öttl [41]
Die Wahl der Ansatzfunktionen für die Verschiebungen und Porendrücke kann als
Grund für die Abweichungen ebenfalls ausgeschlossen werden, da alle Autoren einen
quadratischen Ansatz für die Verschiebungen und einen linearen für die Porendrücke
gewählt haben und die Porendrücke im vorliegenden Modell quadratisch approximiert
werden. Eine mögliche Ursache für die unterschiedlichen Verläufe kann der Ansatz der
relativen Luftpermeabilität darstellen, da der Minimalwert der relativen Permeabilität
(hier: krg,min = 10−4) von Schrefler und Scotta nicht angegeben wird. Schref-
ler und Scotta [47] begründen die Abweichungen mit unterschiedlichen numerischen
Algorithmen der Autoren.
Zusammenfassung
Die Simulationsergebnisse des Entwässerungsversuchs nach Liakopoulos werden von
den Ergebnissen anderer Autoren überwiegend bestätigt. Zusammenfassend können
die Benchmarktests der Zwei- und Dreiphasenformulierung als erfolgreich eingestuft
werden.
94 KAPITEL 6. MODELLVERIFIKATION UND MODELLVALIDIERUNG
6.2 Hypoplastizität
Im Folgenden wird die Bestimmung der Stoffparameter des hypoplastischen Stoffgeset-
zes und der intergranularen Dehnung am Beispiel Fraser River Sand demonstriert. Die
Versuche an den Sandproben wurden 2003 von Sriskandakumar an der University
of British Columbia (UBC) im Rahmen des Projekts „Earthquake Induced Damage
Mitigation from Soil Liquefaction” durchgeführt [10].
Die Bestimmung der Parameter erfolgt analog zu Abschnitt 4.2, in dem die Versuchsauf-
bauten zur Parameterbestimmung beschrieben werden.
6.2.1 Porenzahlen und Reibungswinkel
Die maximale Porenzahl wurde mit dem Einrieselversuch zu
emax = 0.94
bestimmt. Die maximale Verdichtung erfolgte mit dem Schlaggabelversuch und lieferte
die minimale Porenzahl
emin = 0.62.
Die Porenzahlen des hypoplastischen Stoffgesetzes ed0, ec0 und ed0 ergeben sich nach
den Gleichungen (4.19), (4.20) und (4.21) zu
ed0 = emin = 0.62,
ec0 = emax = 0.94,
ei0 = 1.15 · emax = 1.08
Der kritische Reibungswinkel wurde mit
ϕc = 35
◦
bestimmt.
6.2.2 Ödometerversuch
Der Ödometerversuch dient der Ermittlung der Granulathärte hs und dem Exponenten
n. Abbildung 6.25 zeigt die Versuchsergebnisse am Fraser River Sand für verschiedene
Verdichtungsgrade.
Zur Bestimmung der Granulathärte hs und des Exponenten n werden die Kompressi-
onsbeiwerte CC nach Gleichung (4.28)
CC2 =
de
d ln(ps)
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Abbildung 6.25: Versuchsergebnis eines Ödometerversuchs am Fraser River Sand mit
verschiedenen Verdichtungsgraden [10]
an zwei Positionen des Normalspannungs-Porenzahl-Diagramms gemessen und in Glei-
chung (4.29) eingesetzt:
n =
ln
³
e1
e2
CC2
CC1
´
ln
³
ps2
ps1
´
Am Beispiel der Kurve für den Verdichtungsgrad Dr = 25% ergeben sich die Kom-
pressionsbeiwerte für einen gewählten Spannungsbereich 10 kPa ≤ σ1 ≤ 200 kPa
zu
CC1 = 0.0035 und
CC2 = 0.011.
Der Exponent n ergibt sich für e1 = 0.851, e2 = 0.834 und ps2/ps1 = 200/10 = 20 zu
n =
ln
³
0,851
0,834
−0,011
−0,0035
´
ln (20)
= 0.39.
Für die Berechnung des Quotienten ps2/ps1 wurde vorausgesetzt, dass die Jaky-Formel
nach Gleichung (4.26) Gültigkeit besitzt. Die Granulathärte hs wurde mit Hilfe der
Kurven für Dr = 20% bis Dr = 27% mit
hs = 1.7 · 106kPa
angenähert.
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Mit den bereits bestimmten Parametern
ϕc = 35
◦,
ed0 = 0.62,
ec0 = 0.94,
ei0 = 1.08,
n = 0.39 und
hs = 1.7 · 106kPa
kann der Ödometerversuch am Fraser River Sand simuliert werden. Abbildung 6.26
zeigt die Simulationsergebnisse für die verschiedenen Verdichtungsgrade.
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Abbildung 6.26: Versuchs- und Simulationsergebnisse eines Ödometerversuchs am Fra-
ser River Sand mit verschiedenen Verdichtungsgraden [10]
Die unterschiedlichen Verdichtungsgrade werden dabei durch Variation der Initial-
porenzahl e0 berücksichtigt. Die angesetzten Initialporenzahlen betragen e0 = 0.876
(Dr=20%), e0 = 0.866 (Dr=23%), e0 = 0.861 (Dr=25%) und e0 = 0.857 (Dr=27%)
bezogen auf einen hydrostatischen Spannungszustand von σxx = σyy = σzz = −1 kPa
und werden in Gleichung (3.19) eingesetzt. Der angegebene Spannungszustand stellt
einen initialen Spannungszustand dar, dem die Porenzahl e0 zugewiesen wird. Die-
ser Spannungszustand kann nicht dem Null-Spannungs-Zustand entsprechen, da das
hypoplastische Stoffgesetz nur im Druckbereich definiert ist. Aus diesem Grund wird
ein Spannungszustand im niedrigen Druckbereich festgelegt. Ausgehend von diesem
Zustand können aus gegebenen Dehnungsinkrementen die Spannungsänderungen mit
den Gleichungen (3.7) bzw. (3.20) sowie Änderungen der Porenzahl mit der Gleichung
(3.19) ermittelt werden.
Das Simulationsergebnis zeigt neben dem beschriebenen Ödometerversuch mehrere Be-
und Entlastungspfade zwischen 50 und 250 kPa (zyklischer Ödometerversuch). Neben
6.2. HYPOPLASTIZITÄT 97
den bereits bestimmten Parametern werden dafür zusätzlich die Parameter der inter-
granularen Dehnung benötigt. Die Bestimmung dieser Parameter erfolgt durch Simula-
tion des zyklischen Scherversuchs (Abschnitt 6.2.4), da ein zyklischer Ödometerversuch
nicht durchgeführt wurde.
6.2.3 Triaxialversuch
Abbildung 6.27 zeigt das Versuchs- und Simulationsergebnis von drei Triaxialversuchen
mit hydrostatischen Spannungen von σ = −400, σ = −200 und σ = −50 kPa.
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Abbildung 6.27: Versuchs- und Simulationsergebnis des Triaxialversuchs am Fraser
River Sand [13]
Der linke Graph zeigt die Druckänderung in Abhängigkeit der Längsdehnung. Im rech-
ten Graphen ist die volumetrische Dehnung in Abhängigkeit der Längsdehnung dar-
gestellt. Der Parameter β wird entsprechend der Empfehlung von Herle [29] zu 1.0
gesetzt. Der Parameter α wurde durch Fitting zu 0.2 bestimmt. Mit diesemWert ergab
sich die beste Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen.
Als Ergebnis zeigt sich, dass die volumetrische Dehnung für einen hohen Druck im
Bereich großer Längsdehnungen überschätzt wird. Die übrigen Simulationsergebnisse
zeigen eine gute Übereinstimmung mit den Experimenten.
6.2.4 Zyklischer Scherversuch
Im Rahmen der Versuchsreihe am Fraser River Sand wurde die zweite Variante des
Scherversuchs, der „constant volume simple shear test”, durchgeführt (Abschnitt 4.2.1).
Die Versuchs- und Simulationsergebnisse sind in Abbildung 6.28 dargestellt.
Die Probe wurde zum Versuchsbeginn mit der Normalspannung σxx = −200 kPa
belastet und anschließend mit einem Schubverhältnis von CSR = 0.08 bis zum voll-
ständigen Verlust der Scherfestigkeit zyklisch abgeschert. Das Schubverhältnis CSR
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Abbildung 6.28: Versuchs- und Simulationsergebnis des zyklische Scherversuchs am
Fraser River Sand [10]
bezeichnet das Verhältnis zwischen der betragsmäßig maximalen Schubspannung und
der aufgebrachten Belastung σxx. Die maximale und minimale Schubspannung, in der
die Belastungswechsel ausgeführt werden, ergeben sich zu
σxy,max = −σxy,min = −CSR · σxx0 = −0.08 · (−200) = 16 kPa.
Mit Hilfe dieses Versuchs wurden die verbleibenden Parameter der intergranularen Deh-
nung bestimmt. Der Aktionsbereich der intergranularen Dehnung R wurde unabhängig
vom Versuch mit R = 10−4 angenommen. Durch die Variation der übrigen Parameter
konnte der Verlauf des Spannungsverlustes, dargestellt in Abbildung 6.28 (links), und
die notwendige Anzahl der Belastungszyklen bis zum Spannungsverlust in Abbildung
6.28 (rechts) angenähert werden. Ein weiteres Kriterium zur Anpassung der übrigen
Parameter stellte der Entlastungspfad des Ödometerversuchs in Abbildung 6.25 dar.
Die resultierenden Parameter des hypoplastischen Stoffgesetzes und der intergranularen
Dehnung sind in den Tabellen 6.5 und 6.6 zusammengefasst.
ϕc[
◦] hs[MPa] n ed0 ec0 ei0 α
35 1600 0.39 0.62 0.94 1.08 0.20
Tabelle 6.5: Stoffparameter des hypoplastischen Stoffgesetzes für Fraser River Sand
R mT mR βr χ
10−4 9.0 2.5 0.25 9.0
Tabelle 6.6: Stoffparameter der intergranularen Dehnung für Fraser River Sand
Kapitel 7
Anwendungsbeispiele
7.1 Luftdurchlässigkeitsversuch
In wassergesättigten Böden ist der Tunnelvortrieb unter Druckluft ein verbreitetes Ver-
fahren, das in Verbindung mit der Spritzbetonweise häufig Anwendung findet. Für den
wirtschaftlichen Einsatz dieses Verfahrens ist eine Simulationsumgebung zur Abschät-
zung der zu erwartenden Verformungen nahezu unumgänglich. Die Durchführung einer
Simulation erfordert eine möglichst detaillierte Erkundung des Bodenaufbaus und der
Bodeneigenschaften. Probebohrungen können hier Aufschluss über die verschiedenen
Bodenschichten geben. Darüber hinaus ermöglichen sie eine Bewertung der Porosität
und Permeabilität.
Im Folgenden wird ein von der Bilfinger und Berger Aktiengesellschaft konzipier-
ter Durchlässigkeitsversuch zur Bestimmung von Untergrundverhältnissen beschrieben.
Dabei handelt es sich um einen Druckluftversuch, in dem die komprimierte Luft in
wassergesättigte Bodenschichten eingeleitet wird. Anschließend folgt die Beschreibung
eines numerischen Modells, in dem Schichtung des Baugrunds erfasst wird. Das Re-
chenmodell wird anhand der Nachrechnung der Feldversuche überprüft und belegt.
7.1.1 Versuchsbeschreibung
Im Rahmen der Planung einer Untergrundbahn in Essen wurden 1987 Luftdurchläs-
sigkeitsversuche zur Bodenerkundung durchgeführt und von Kramer und Semprich
dokumentiert [31]. Vor Versuchsbeginn wurde der zu untersuchende Bereich mit Hil-
fe von Probebohrungen erkundet und das in Abbildung 7.1 dargestellte Bodenprofil
erstellt.
Der Boden setzt sich in diesem Abschnitt aus den Schichten Mergel, Sand, Schluff
und einer Anschüttung zusammen. Der Grundwasserspiegel reicht mit 4, 7 m Tiefe bis
in den oberen Bereich der Schluffschicht hinein. In verschiedenen Versuchsreihen wird
Druckluft in unterschiedlichen Tiefen und Druckstufen in den Boden eingeleitet. In der
Versuchsreihe 1A wurde die Druckluft durch eine Großbohrung mit dem Durchmesser
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Abbildung 7.1: Bodenprofil mit Isobaren des Luftdrucks für einen Luftüberdruck von
120 kPa [31]
d = 1, 5 m in mehreren Stufen in den Boden eingepresst. Der aufgebrachte Druck und
die dafür verwendete Luftmenge können der Abbildung 7.2 entnommen werden.
Der Einpresshorizont wurde über eine 3 m lange Filterstrecke in der Mergelschicht fest-
gelegt. Die Luftdruckverteilung während der Versuchsdurchführung wurde mit mehre-
ren Luftdruckpiezometern in verschiedenen Tiefen und Abständen von der Einpress-
stelle gemessen.
7.1.2 Numerische Simulation
In der Simulation werden alle vier Bodenschichten berücksichtigt. Die numerische Un-
tersuchung des rotationssymmetrischen Problems erfolgt unter Variation des Diskreti-
sierungsgrads, der Wahl der Ansatzfunktionen und der Integrationsordnung. Die ver-
wendeten Finite-Elemente-Modelle mit drei Diskretisierungsgraden sind in Abbildung
7.3 dargestellt.
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Abbildung 7.2: Luftüberdruck und resultierende eingepresste Luftmenge im Durchläs-
sigkeitsversuch in Essen [30]
Die Ansatzfunktionen der Verschiebungen und der Porendrücke werden in den Kom-
binationen bilinear/bilinear, biquadratisch/bilinear und biquadratisch/biquadratisch
gewählt. Die Untersuchung der Integrationsordnung erfolgt ebenfalls in drei Stufen.
Für die erste Stufe werden 2 × 2 und in der zweiten Stufe 3 × 3 Integrationspunkte
angesetzt. In der dritten Stufe wird die Anzahl der Integrationspunkte im Übergangs-
bereich der Sättigung mit der variablen Integrationsordnung von 3×3 auf 7×7 erhöht
(Abschnitt 5.4.3).
Die Randbedingungen für die Simulation werden wie folgt definiert: Die linke Seite des
Modells entspricht der Bohrlochaußenseite und liegt 0.75 m von der Rotationsachse
entfernt. Die radialen Verschiebungen sind an der linken Seite und an der 15 m ent-
fernten rechten Seite des Modells mit ur = 0 vorgegeben. An der Unterseite des 20 m
hohen Modells werden die Knoten sowohl in radialer als auch in vertikaler Richtung
unverschieblich gelagert. Die obere Seite des Modells entspricht der freien Oberfläche.
Der Luftdruck wird entsprechend mit pg = 0 vorgegeben. Die Höhe des Grundwas-
serspiegels ist zu Versuchsbeginn bekannt. Eine mögliche Veränderung im Laufe der
Versuchsdurchführung ist jedoch zu berücksichtigen. Aus diesem Grund wird der Po-
renwasserdruck nur am äußeren Rand des Modells in der Höhe des gemessenen Grund-
wasserspiegels zu Null gesetzt. In einem statischen Berechnungsschritt, der vor der
eigentlichen Simulation des Versuchs durchgeführt wird, stellt sich der Wasserdruck
aufgrund der Rotationssymmetrie des Modells auf die gemessene Höhe ein.
Kramer und Semprich [31] fassen in ihren Untersuchungen die Schichten Kies und
Mergel zusammen und geben für die Durchlässigkeitsbeiwerte der Bodenschichten fol-
gende Wertebereiche an:
Schluff: k¯w = 1 · 10−7 − 1 · 10−5 m/s
Mergel: k¯w = 1 · 10−6 − 4, 8 · 10−4 m/s
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Abbildung 7.3: Finite-Elemente-Modelle mit unterschiedlichen Diskretisierungsgraden
für die Simulation des Durchlässigkeitsversuchs in Essen. Diskretisierungsgrade von
links nach rechts: Grob, mittel, fein.
Wird eine Viskosität desWassers von ηw = 1.31·10−6 kNs/m2 zugrunde gelegt, ergeben
sich folgende Wertebereiche für die Permeabilität:
Schluff: k = 1.33 · 10−14 − 1.33 · 10−12 m2
Mergel: k = 1.33 · 10−13 − 6.41 · 10−11 m2
Basierend auf diesen Wertebereichen werden die Permeabilitäten der Bodenschichten,
wie in Tabelle 7.2 angegeben, geschätzt. Zu beachten ist insbesondere bei der Schluff-
schicht, dass die effektive Permeabilität im Modell aus der Multiplikation der Permea-
bilität mit der relativen Permeabilität (0 ≤ kri ≤ 1) resultiert. Die übrigen Material-
kennwerte in den Tabellen 7.1 und 7.2 wurden in Anlehnung an die Simulationen von
Gülzow [20] und Öttl [41] angesetzt. Ein direkter Vergleich der Ergebnisse mit den
Simulationen der genannten Autoren ist nicht möglich. Gülzow [20] vernachlässigt
in seiner Simulation die Verformung des Korngerüstes und Öttl [41] setzt Durchläs-
sigkeitsbeiwerte für die Luft- und die Wasserphase an, die mit dem hier vorgestellten
Mehrphasenmodell nicht reproduzierbar sind. In dem vorliegenden Modell resultieren
die Durchlässigkeitsbeiwerte aus den physikalischen Größen Permeabilität, Viskosität,
Erdbeschleunigung und der Dichte der Flüssigkeit bzw. des Gases (Gleichung 2.23). Aus
diesem Grund kann der Durchlässigkeitsbeiwert für die Luft direkt aus dem Durchläs-
sigkeitsbeiwert für das Wasser abgeleitet werden, sofern die Temperatur bekannt ist.
Die Viskosität einer Flüssigkeit oder eines Gases hängt ausschließlich von der Tempe-
ratur ab (Tabelle 2.1). Der Klinkenberg-Effekt in Gleichung (2.24) wird bei dieser
Betrachtungsweise vernachlässigt.
In der Simulation werden die Porenluftdrücke in den Knoten der 3 m langen Fil-
terstrecke entsprechend den Versuchswerten vorgegeben. Die Zeitinkremente für die
Berechnung liegen zwischen ∆t = 2min und ∆t = 5min. Die resultierenden Vertei-
lungen der Phasendrücke, des Luftflusses und der Sättigung sind in den Abbildungen
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Parameter Symbol Einheit Wert
Wasserdichte ρw t/m
3 1.0
Luftdichte ρg t/m
3 1.3 · 10−3
Kompressionsmodul Wasserphase Kw kPa 2.0 · 106
Kompressionsmodul Luftphase Kg kPa 100
dynamische Viskosität Wasser ηw kNs/m
2 1.31 · 10−6
dynamische Viskosität Luft ηg kNs/m
2 1.76 · 10−8
Erdbeschleunigung g m/s2 9.81
Tabelle 7.1: Bodenunabhängige Parameter des Durchlässigkeitsversuchs
Parameter Symbol Einheit Anschüttung Schluff Kies Mergel
Elastizitätsmodul E kPa 2 · 104 1.2 · 104 1.4 · 104 1.4 · 104
Kompressionsmodul Feststoffkorn Ks kPa 1.0 · 109 1.0 · 109 1.0 · 109 1.0 · 109
Querkontraktionszahl µ - 0.33 0.35 0.4 0.33
Porosität n - 0.36 0.42 0.33 0.33
Permeabilität k m2 10 · 10−12 2 · 10−12 8 · 10−12 5 · 10−12
Kapillarer Eintrittsdruck pe kPa 4.0 20.0 4.0 7.0
Irreduzible Sättigung Sirr - 0.2 0.2 0.15 0.15
Maximale Sättigung Sm - 0.999 0.999 0.999 0.999
Van Genuchten Parameter n - 4.0 1.5 3.3 2.9
Kornrohdichte ρs t/m
3 2.9 2.9 2.7 2.7
Tabelle 7.2: Bodenabhängige Parameter des Durchlässigkeitsversuchs
7.4 und 7.5 dargestellt. Das für die Ergebnisdarstellung verwendete Simulationsmodell
entspricht der feinen Diskretisierung mit biquadratischen Ansätzen für Verschiebungen
und Porendrücke sowie der höheren Integrationsordnung mit 7 × 7 Gaußpunkten im
Übergangsbereich der Sättigung.
Zum Zeitpunkt t = 0 entspricht die Verteilung des Porenwasserdrucks der zu erwar-
tenden Verteilung infolge Eigengewicht. Der negative Wasserdruck oberhalb des Was-
serspiegels ergibt sich aus dem Gradienten ρwg in Gleichung 5.43. Für die Berechnung
wird der negative Porenwasserdruck als unkritisch eingestuft, da die resultierende Sät-
tigung einen Minimalwert annimmt. Zum Zeitpunkt t = 0 verläuft der Luftdruck im
Gegensatz zu den Ergebnissen anderer Autoren [20], [41] nicht analog demWasserdruck
sondern entspricht aufgrund der vollständigen Wassersättigung pg = 0. Die Darstellung
der Wassersättigung in Abbildung 7.5 zeigt den Wasserspiegel und das Kapillarwasser
oberhalb des Wasserspiegels.
Mit fortschreitender Zeit erweitert sich die Verteilung der Sättigung in Richtung des
geringstenWiderstands, also entgegen der Erdbeschleunigung. Mit Erreichen der durch-
lässigeren Sandschicht breitet sich die Sättigungsfront erwartungsgemäß in horizonta-
ler Richtung innerhalb dieser Schicht aus und durchdringt anschließend langsam die
Schluffschicht. Nach Erhöhung des Einpressdrucks zum Zeitpunkt t = 24 h erweitert
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Abbildung 7.4: Zeitliche Entwicklung des Porenwasser- und Porenluftdrucks im Durch-
lässigkeitsversuch 1A in Essen
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Abbildung 7.5: Zeitliche Entwicklung des Luftflusses und der Sättigung im Durchläs-
sigkeitsversuch 1A in Essen
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sich der gesamte Sättigungsbereich. Die von Kramer und Semprich [31] gemessene
Luftdruckverteilung für einen Überdruck von 120 kPa ist zum Vergleich in Abbildung
7.4 für den Zeitpunkt t = 32 h angegeben. Abgesehen vom Störbereich der Kiesschicht
weisen die Ergebnisse eine gute Übereinstimmung auf.
Der Luftfluss (Luftverbrauch je Fläche) in der Abbildung 7.5 steigt im oberen Filterbe-
reich auf einen Maximalwert von 0.5 m/s. Dieser bezieht sich auf die unter Druck ste-
hende Luftmenge. Zur Berechnung der vom Kompressor an der Oberfläche angesaugten
Luftmenge muss das Luftvolumen in der Darstellung in Abhängigkeit des Druckver-
hältnisses ermittelt werden. Der atmosphärische Druck, unter dem der Kompressor die
Luft ansaugt, beträgt 100 kPa. Bei einem Luftüberdruck von 120 kPa beträgt der
Faktor zur Umrechnung
V220 kPa =
220 kPa
100 kPa
V100k Pa = 2.2V100 kPa.
Der Luftfluss von 0.5 m/s in der Bohrung entspricht also einem Luftfluss von 0.6 m/s
unter Atmosphärendruck.
Der unter Berücksichtung der Volumenänderung ermittelte Luftverbrauch ist in Abbil-
dung 7.6 dargestellt. Er entspricht dem Integral des Luftflusses über die zylinderförmige
Filterstrecke.
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Abbildung 7.6: Luftverbrauch und Luftüberdruck des Durchlässigkeitsversuchs in Essen
Der in der Simulation ermittelte Luftverbrauch weist im zeitlichen Verlauf deutliche
Abweichungen von den Versuchswerten auf. Es ist jedoch eine qualitative und quanti-
tative Übereinstimmung der Ergebnisse zu verzeichnen.
Im Rahmen der Variation der Simulationsparameter bzgl. des Diskretisierungsgrads,
der Integrationsordnung und der Wahl der Ansatzfunktionen wurde der Einfluss auf
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die Qualität der Ergebnisse untersucht. Die Gegenüberstellung der Abweichungen in
Abhängigkeit der genannten Simulationsparameter ist Tabelle 7.3 zu entnehmen.
Ansatz der Ansatz der Integrations- Diskretisierungsgrad
Verschiebung Porendrücke ordnung grob mittlel fein
bilinear bilinear 2× 2 75.5 18.9 3.0
bilinear bilinear 3× 3 47.4 9.8 7.2
bilinear bilinear 3× 3− 7× 7 45.9 9.3 6.9
biquadratisch bilinear 2× 2 75.7 18.9 2.9
biquadratisch bilinear 3× 3 47.9 9.8 7.3
biquadratisch bilinear 3× 3− 7× 7 46.1 9.5 7.1
biquadratisch biquadratisch 2× 2 6083.8 173.2 115.1
biquadratisch biquadratisch 3× 3 78.0 0.9 0.2
biquadratisch biquadratisch 3× 3− 7× 7 12.4 0.5 0.0
Tabelle 7.3: Prozentuale Abweichungen der Ergebnisse in Abhängigkeit der Ansatz-
funktionen, der Diskretisierung und der Integrationsordnung
Die angegebenen prozentualen Abweichungen beziehen sich auf das Ergebnis der feinen
Diskretisierung mit dem biquadratischen Ansatz für Porendrücke und Verschiebungen
und 3×3 Gaußpunkten bzw. 7×7 Gaußpunkten im Übergangsbereich (in der Tabelle
hervorgehoben). Für einen groben Diskretisierungsgrad mit biquadratischen Ansätzen
für Porendrücke und Verschiebungen können die Abweichungen durch die höhere Inte-
grationsordnung im Übergangsbereich von 78 % auf 12.4 % reduziert werden. Der Vor-
teil der variablen Integrationsordnung ist auf grobe Diskretisierungsgrade beschränkt.
Mit steigender Feinheit der Diskretisierung sinkt der Einfluss dieser Methode.
7.1.3 Zusammenfassung
In diesem Beispiel wurde die Simulation eines Durchlässigkeitsversuchs demonstriert.
Der aus Probebohrungen bekannte Bodenaufbau wurde in dem verwendeten Modell
mit vier Bodenschichten abgebildet. Die Materialparameter wurden basierend auf den
Untersuchungen vonKramer und Semprich [31] und den Simulationen vonGülzow
und Öttl festgelegt. Die Ergebnisse der Simulation werden qualitativ und quantitativ
von den Versuchsergebnissen bestätigt. Die geringen Abweichungen können durch die
Homogenisierung des in der Realität durchklüfteten Bodens erklärt werden. Durch die
Variation von Simulationsparameter konnte gezeigt werden, dass sich der positive Ein-
fluss der variablen Integrationsordnung mit steigender Feinheit des Modells verringert.
Für einen groben Diskretisierungsgrad ist die Anwendung der Methode der variablen
Integrationsordnung gerechtfertigt.
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7.2 Wasserfluss durch einen Staudamm
Der Fluss des Wassers in bzw. durch Böden ist für den Ingenieur im Hinblick auf
die Untersuchung und Dimensionierung von Absperrbauwerken von großem Interesse.
Staudämme als Absperrvorrichtung vor künstlich geschaffenen Gewässern und Deiche
entlang natürlicher Gewässer unterliegen mechanischen Beanspruchungen aus wechseln-
den Wasserspiegelhöhen. Auch Bauwerke in Gewässernähe sind vonWasserbewegungen
betroffen, da das Fundament des Bauwerks auf dem durchströmten Boden ruht und
die Lasten ins Erdreich überträgt. Zur Veranschaulichung der wasserinduzierten Bo-
denbewegung wird der Wasserfluss durch einen Staudamm simuliert. Als Beispiel wird
hier die Geometrie eines Staudamms nach Fredlund [15] unter den Annahmen von
Öttl [41] untersucht.
7.2.1 Homogener Damm
In der folgenden Simulation wird ein symmetrischer Damm mit homogenen Materia-
leigenschaften behandelt (Abbildung 7.7).
Undurchlässiger Grund Drainage
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Abbildung 7.7: Querschnitt des homogenen Damms nach Fredlund [15] und Öttl
[41]
Der Wasserspiegel auf der linken Seite (Wasserseite) steigt in dem kurzen Zeitraum
von 2 Tagen auf die Höhe von 10 m. In der Simulation soll der Verlauf der Sättigung
und des Wasserdrucks bis zum Erreichen des endgültigen Sättigungszustands ermittelt
werden. Die numerische Simulation von Wasserströmungen in Böden unter atmosphä-
rischen Bedingungen erfordert eine Zweiphasenformulierung, da die Luft aufgrund der
verhältnismäßig kleinen Drücke und ihrer geringen Viskosität eine untergeordnete Rol-
le spielt. Der Luftdruck kann daher konstant zu Null gesetzt werden. Verwendet wird
ein FE-Netz mit 30 Elementen in der Horizontalen und 13 Elementen in der Vertikalen
(Abbildung 7.8). Der Wasserdruck wird in Abhängigkeit der Wasserspiegelhöhe vorge-
geben und an den übrigen Knoten der Oberfläche zu Null gesetzt. Die Drainage auf
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der Luftseite ermöglicht, wie die freie Oberfläche, einen ungehinderten Wasserdurch-
fluss. Der Wasserdruck kann entsprechend mit pw = 0 vorgegeben werden. Es wird
die Annahme getroffen, dass der Damm an der Unterseite unverschieblich gelagert ist.
Auf der Oberfläche der Wasserseite muss zusätzlich berücksichtigt werden, dass neben
dem Wasser im Staudamm auch das Korngerüst dem Wasserdruck ausgesetzt ist. Die
Druckspannung im Korngerüst senkrecht zur Oberfläche ergeben sich damit aus dem
Betrag des Wasserdrucks. Die Materialkenngrößen sind in den Tabellen 7.4 und 7.5
zusammengefasst. Sie entsprechen den Angaben von Öttl [41].
u =u =x y  0
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Abbildung 7.8: FE-Modell des homogenen Damms nach Fredlund [15] und Öttl
[41]
Parameter Symbol Einheit Wert
Wasserdichte ρw t/m
3 1.0
Kompressionsmodul Wasserphase Kw kPa 2.0 · 106
dynamische Viskosität Wasser ηw kNs/m
2 1.31 · 10−6
Erdbeschleunigung g m/s2 9.81
Tabelle 7.4: Materialunabhängige Parameter des Staudammproblems
Zum Zeitpunkt t = 0 wird eine konstante Anfangssättigung im Staudamm von Sw0 =
0.4 angenommen. Entsprechend der Sättigungsbeziehung von van Genuchten und
den Parametern in Tabelle 7.5 ist ein Kapillardruck von pc = 8.1 kPa erforderlich um
diese Sättigung zu erreichen. Da zum Zeitpunkt t = 0 sowohl der Wasser- als auch der
Luftdruck mit pw = pg = 0 kPa vorgegeben sind, wird die Sättigungsbeziehung nach
van Genuchten in Gleichung 4.5 um einen Referenzdruck pref = 8.1 kPa erweitert.
Die Sättigungsbeziehung lautet dann
Se =
µ
1 +
µ
pc − pref
pe
¶n¶ 1n−1
.
Die Zeitinkremente betragen zu Beginn der Simulation ∆t0 = 1 h und steigen in
insgesamt 600 Berechnungsschritten auf ein maximales Zeitinkrement von∆t600 = 25 d.
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Abbildung 7.9: Entwicklung der Porenwasserdruckverteilung im homogenen Damm
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Abbildung 7.10: Entwicklung der Sättigung im homogenen Damm
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Parameter Symbol Einheit Wert
Elastizitätsmodul E kPa 1 · 104
Kompressionsmodul Feststoffkorn Ks kPa 2.0 · 109
Querkontraktionszahl µ - 0.25
Porosität n - 0.50
Permeabilität k m2 1.34 · 10−14
Kapillarer Eintrittsdruck pe kPa 3.0
Irreduzible Sättigung Sirr - 0.25
Maximale Sättigung Sm - 0.95
Van Genuchten Parameter m - 0.60
Kornrohdichte ρs t/m
3 2.70
Tabelle 7.5: Materialabhängige Parameter des Staudammproblems
Die zeitliche Entwicklung der Porenwasserdruckverteilung pw und der Sättigung Sw sind
in den Abbildungen 7.9 und 7.10 dargestellt.
In den Abbildungen ist die fortschreitende Wassersättigung infolge des sich ausbrei-
tenden Wasserdrucks gut erkennbar. Die Drainage verhindert eine Ausbreitung der
Sättigungsfront bis zur Luftseite. Nach v3000 Tagen stellt sich der Endzustand ein
und es ist mit keiner weiteren Änderung der Sättigung zu rechnen. Der simulierte Ver-
lauf der Wassersättigung und des Wasserdrucks zeigen eine gute Übereinstimmung mit
den Resultaten von Öttl [41].
Der Wasserspiegel stellt eine nicht differenzierbare Belastung auf der Oberfläche des
Damms dar und kann daher hinter der Sättigungsfront große negative Gradienten des
Porenwasserdrucks verursachen. Diese negativen Gradienten führen zu einem raschen
Abfall des Wasserdrucks bis in den negativen Druckbereich. Zum Zeitpunkt t = 7 d
beträgt der minimale negative Wasserdruck an einem Knoten oberhalb des Wasserspie-
gels pw ≈ −200 kPa und zum Zeitpunkt t = 70 d ca. pw ≈ −30 kPa. Eine globale
Auswirkung dieses Effekts ist nicht zu erwarten, da der negative Wasserdruck ebenfalls
die Wassersättigung reduziert und so der Einfluss des Porenwassers sinkt. Der unmit-
telbar hinter dieser Stelle auftretende positive Gradient stellt ein größeres Problem dar.
Er führt zu einem Anstieg des Wasserdrucks und verursacht eine Unstetigkeit im Sätti-
gungsverlauf. In der Abbildung 7.10 wird dieser Effekt in den Zeitpunkten t = 7 d und
t = 70 d erkennbar. Mit fortschreitender Zeit und zunehmender Wassersättigung im
Damm findet eine Druckverteilung im wassergesättigten Bereich statt. Mit der betrags-
mäßigen Verkleinerung der Wasserdruckgradienten werden ebenfalls die Unstetigkeiten
an der Sättigungsfront beseitigt. Dieser Effekt tritt sowohl für die lineare als auch die
quadratische Approximation der Porenwasserdrücke auf.
7.2.2 Inhomogener Damm
In einer weiteren Simulation wird der Wasserfluss in einem inhomogenen Damm unter-
sucht [41]. Die Inhomogenität bildet ein zentrisch positionierter Kern mit undurchlässi-
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geren Materialeigenschaften. Durch diese Materialeigenschaften wird der Strömungswi-
derstand vergrößert und ein Anstauen des Wassers vor dem Kern verursacht. Demzufol-
ge wird die Wassersättigung auf der Luftseite des Damms reduziert. Die Geometrie des
hier beschriebenen symmetrischen Kerns im Damm ist in Abbildung 7.11 dargestellt.
Kern
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Abbildung 7.11: Querschnitt des inhomogenen Damms nach Fredlund [15] und Öttl
[41]
Die gegenüber dem homogenen Damm geänderten Materialparameter des Kerns sind
in Tabelle 7.6 zusammengefasst.
Parameter Symbol Einheit Wert
Elastizitätsmodul E kPa 0.7 · 104
Querkontraktionszahl µ - 0.35
Permeabilität k m2 1.34 · 10−16
Kapillarer Eintrittsdruck pe kPa 10.0
Van Genuchten Parameter m - 0.35
Tabelle 7.6: Materialparameter des abdichtenden Kerns
Die Permeabilität k des weicheren Kerns ist um den Faktor 100 kleiner als die des üb-
rigen Dammmaterials. Das undurchlässigere Material ist durch eine flachere Kapillar-
druck-Sättigungs-Beziehung (m = 0.35) und einen größeren kapillaren Eintrittsdruck
pe gekennzeichnet. Das für diese Simulation verwendete FE-Modell entspricht der Geo-
metrie des homogenen Damms und ist in Abbildung 7.12 dargestellt. Die Randbe-
dingungen und die übrigen Materialparameter bleiben unverändert. Im Vergleich zur
Simulation des homogenen Damms wird die Berechnung in n = 1000 Zeitschritten
mit einem maximalen Zeitinkrement von ∆t1000 = 150 d durchgeführt. Die Anfangs-
sättigung im Kern wird mit Sw0 = 0.65 vorgegeben, was einem Referenzdruck von
pref = 24.4 kPa entspricht.
Die Ergebnisse der Simulation sind in den Abbildungen 7.13-7.16 dargestellt.
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Abbildung 7.12: FE-Modell des inhomogenen Damms nach Fredlund [15] und Öttl
[41]
Bis zu dem Zeitpunkt, in dem die Sättigungsfront den Kern erreicht stimmen sowohl
die Verteilung der Sättigung (Abbildung 7.14) als auch die Verteilung des Porenwas-
serdrucks (Abbildung 7.13) mit den Ergebnissen des homogenen Damms überein. Nach
v 150 Tagen trifft die Sättigungsfront auf den Kern. Ab diesem Zeitpunkt staut sich
das Wasser vor dem Kern und dringt offensichtlich langsamer in das undurchlässigere
Material ein. Erst nach v 30000 Tagen ist der Endzustand erreicht, in dem sich die
Wasserdruckverteilung nicht mehr ändert. Es ist ein großer Druckabfall im Kern zu
verzeichnen, der bewirkt, dass sich lediglich ein niedriger wassergesättigter Streifen bis
zum drainierten Bereich der Luftseite ausbildet. Die Darstellungen der horizontalen
und vertikalen Verschiebungen in den Abbildungen 7.15 und 7.16 stellen relative Ver-
formungen gegenüber dem Verformungszustand unter dem Eigengewicht des Damms
dar. Zu Beginn resultieren die dargestellten Verformungen fast ausschließlich aus der
Randbelastung der Wasserseite. Mit fortschreitender Sättigungsfront wird zusätzlich
der mittlere Bereich des Damms erfasst und horizontal in Stromrichtung verformt. Das
Dammmaterial und der Kern dehnen sich bedingt durch den Wasserdruck in Bereiche
niedrigerer Wassersättigung aus.
7.2.3 Zusammenfassung
In diesem Beispiel wurde der Sättigungsprozess eines homogenen und eines inhomoge-
nen Staudamms simuliert. Der inhomogene Staudamm ist durch den undurchlässigeren
Kern gekennzeichnet, durch den die Dauer des Sättigungsprozesses gegenüber dem ho-
mogenen Damm vervielfacht wird. Die Ergebnisse weisen eine sehr gute Übereinstim-
mung mit den Ergebnissen aus der Literatur auf. Das vorliegende Mehrphasenmodell
eignet sich daher für die Simulation von Langzeitsättigungsprozessen über Zeiträume
von mehreren Jahren.
7.2. WASSERFLUSS DURCH EINEN STAUDAMM 115
0 20 40 60 80 100
t = 7 d
t = 70 d
t = 500 d
t = 3000 d
t = 30000 d
Porenwasserdruck pw
[kPa]
Abbildung 7.13: Entwicklung der Porenwasserdruckverteilung im inhomogenen Damm
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Abbildung 7.14: Entwicklung der Sättigung im inhomogenen Damm
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Abbildung 7.15: Entwicklung der horizontalen Verschiebungen im inhomogenen Damm
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Abbildung 7.16: Entwicklung der vertikalen Verschiebungen im inhomogenen Damm
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7.3 Dynamische Belastung eines Deiches
Bodenverflüssigung ist eine Versagensart des gesättigten oder teilgesättigten Bodens
in Oberflächennähe, die vorrangig durch seismische Belastung hervorgerufen wird. Be-
sonders gefährdet sind Sandschichten mit einer feinen Korngröße, da diese gegenüber
grobkörnigen Sanden eine geringere Permeabilität aufweisen. Die geringere Permeabi-
lität bewirkt, dass eine Relativbewegung der beiden Phasen Feststoff und Wasser das
Druckgefälle in der Wasserphase steigert und die effektive Spannung der Feststoffphase
herabgesetzt wird. Mit Herabsetzen der effektiven Spannung wird ebenfalls die Scherfe-
stigkeit des Bodens verkleinert, da diese maßgeblich vom aktuellen Spannungszustand
und der Belastungsgeschichte abhängig ist [19]. Der Verlust der Scherfestigkeit der
Feststoffphase hat Bodenverflüssigung zur Folge, da die vorhandene Belastung nicht
mehr von dem dann breiähnlichen Bodengemisch getragen werden kann.
Bei der Verwendung eines linear-elastischen Stoffgesetzes können sich in der Simulation
unzulässige Zugspannungszustände im Boden ergeben, deren Bewertung in Hinblick auf
mögliche Versagensformen fragwürdig ist. Eine weitere Fehlerquelle stellt die Schub-
steifigkeit dar, die unabhängig vom Spannungszustand definiert ist. Bei dieser Betrach-
tungsweise wird deutlich, dass die linear-elastische Beschreibung der Feststoffphase für
die Versagensform Bodenverflüssigung unzureichend ist.
Das in dieser Arbeit vorgestellte Mehrphasenmodell ermöglicht die für die Bodenver-
flüssigung wichtige Wechselwirkung zwischen Wasser und Feststoff zu erfassen. Die
Nichtlinearität des Feststoffs als wesentliche Voraussetzung für die Bodenverflüssigung
ist durch die Kopplung mit der Hypoplastizität und der intergranularen Dehnung im
Modell enthalten und erlaubt in Verbindung mit der dynamischen Untersuchung die Si-
mulation eines kohäsionslosen Bodens unter seismischer Beanspruchung. Im Folgenden
wird anhand der Simulation eines Modellversuchs an einem wassergesättigten Deich
die Anwendbarkeit des numerischen Modells demonstriert.
7.3.1 Modellversuche
Im Jahr 2001 startete ein kooperatives Projekt zwischen der University of British Co-
lumbia (UBC), dem Centre for Cold Ocean Resources Engineering (C-CORE), der
Memorial University of Newfoundland (MUN) und industriellen Partnern zur Unter-
suchung des Phänomens der Bodenverflüssigung. Modellversuche an skalierten was-
sergesättigten Deichen dienten zur Erfassung der zu erwartenden Porenwasserdrücke
während eines Erdbebens. Für die aufwendige Versuchsdurchführung wurde der zu
messende Deich in einem starren Rahmen mit schichtweise aufgetragenem Sand im
Maßstab 1:70 nachgebildet. Neben der Skalierung der Abmessungen ist ebenfalls die
Anpassung der Beschleunigungen und der viskosen Eigenschaften der Flüssigkeit er-
forderlich. Die Erhöhung der Erdbeschleunigung auf 70 g wurde in einer Zentrifuge
realisiert, die mit dem Versuchskörper und einem Erdbebensimulator für die geplante
horizontale Anregung bestückt wurde (Abbildung 7.17).
Die Viskosität des Wassers wurde durch Zugabe von Methylzellulose um den Fak-
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Abbildung 7.17: Versuchsaufbau für die dynamische Belastung eines Deiches (oben),
Zentrifuge (links unten), Erdbebensimulator (rechts unten) [10]
tor 35 erhöht (Bezugstemperatur: 20◦C). Das Gemisch ist folglich um den Faktor 35
zähflüssiger als Wasser. Der Durchlässigkeitsbeiwert für Wasser wurde für zwei Ver-
dichtungsgrade des verwendeten Fraser River Sands durchgeführt [10]. Die Ergebnisse
der in Versuchen ermittelten und der auf das Methylzellulosegemisch übertragenen
Durchlässigkeitsbeiwerte sind in Tabelle 7.7 angegeben.
Wasser Methylzellulosegemisch
Verdichtungsgrad Dr gemessen Realmaßstab Modellmaßstab
36 % 4.4 · 10−4 1.257 · 10−5 8.8 · 10−4
77 % 3.2 · 10−4 9.143 · 10−6 6.4 · 10−4
Tabelle 7.7: Durchlässigkeitsbeiwerte k¯ für Wasser und das Methylzellulosegemisch im
Fraser River Sand [m/s]
Die Durchlässigkeitsbeiwerte in der Spalte „Realmaßstab” beschreiben das Verhalten
des Gemisches im Fraser River Sand unter Erdbeschleunigung. Die Spalte „Modell-
maßstab” enthält die Durchlässigkeitsbeiwerte des Gemisches unter 35-facher Erdbe-
schleunigung und einer geometrischen Skalierung im Verhältnis 1:70.
Die Realgeometrie eines Versuchskörpers (CT1 und CT2) ist in Abbildung 7.18 darge-
stellt.
Der Sand wurde mit einem Trichter schichtweise in die starre Form eingefüllt. Der
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Abbildung 7.18: Modell eines Probekörpers (Skalierungsfaktor: 70) [10]
Verdichtungsgrad der in der Abbildung 7.18 als „lockerer” und „verdichteter” Sand
bezeichneten Schichten wurde über die Fallhöhe des Sands gesteuert. Die Abhängigkeit
zwischen Fallhöhe und Verdichtungsgrad wurde in Experimenten untersucht. Für den
lockeren Sand beträgt der Verdichtungsgrad Dr = 40 % und für den verdichteten
Sand Dr = 80 %. Die Drainageschicht besteht aus grobkörnigem Sand bzw. Kies
und dient dazu, eine eindimensionale Sättigungsfront auszubilden. Die Durchlässigkeit
dieser Schicht ist um den Faktor 100 größer als die des verwendeten Sands.
In Analysen an Sandproben wurde die Rohdichte des Fraser River Sands mit ρ =
2.71 g/cm3, der 50 %-Anteil der Korngrößenverteilung D50 = 0.26 mm und der Un-
gleichförmigkeitsgrad zu D60/D10 = 1.6 ermittelt. Der Feinsandanteil beträgt 0.4 %.
Die minimale und maximale Porenzahl wird mit emin = 0.62 und emax = 0.94 angege-
ben.
Der Versuch beginnt mit einemEntlüftungs- und Sättigungsprozess, in dem dasWasser-
gemisch in den Probekörper eingeleitet wird. Nach 48 Stunden ist der in 7.18 dargestell-
te Füllzustand erreicht und der Sättigungsprozess der Probe abgeschlossen. Anschlie-
ßend erfolgt die Beschleunigung in der Zentrifuge, in der das skalierte Eigengewicht
von 70 g aufgebracht wird.
Der Beschleunigungs-Zeit-Verlauf für die Anregung in horizontaler Richtung wurde ba-
sierend auf der derzeit in Vancouver gültigen Norm für eine Eintrittswahrscheinlichkeit
von 2 % innerhalb eines Zeitraums von 50 Jahren generiert. Abbildung 7.19 zeigt die
horizontalen und vertikalen Beschleunigungen, die während der Versuchsdurchführung
am Modell gemessen wurden und das Spektrum der horizontalen Beschleunigung.
Während der Versuchsdurchführung wurden die Porenwasserdrücke an den in Abbil-
dung 7.18 gekennzeichneten Positionen gemessen. Die Druckänderungen in Bezug auf
den statischen Druckzustand sind in Abbildung 7.20 für die Versuche CT1 und CT2
dargestellt. Die Versuchsergebnisse der Positionen P3, P6 und P9 im Versuch CT1
lagen nicht vor.
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Abbildung 7.19: AmModell gemessene Beschleunigungen (oben) und Beschleunigungs-
spektrum (unten) [10]
Es ist ein deutlicher Anstieg des Porenwasserdrucks während der seismischen Beanspru-
chung in der gesamten Probe zu erkennen (Abbildung 7.20). Besonders im zentralen
Bereich des Prüfkörpers sind erhebliche Druckwechsel zu verzeichnen. Mit dem Abklin-
gen des künstlichen Bebens im Bereich 17s < t < 20s ist keine weitere Druckzunahme
erkennbar. Im weiteren Verlauf strebt der Porendruck dem statischen Ausgangszustand
entgegen.
Den Verläufen der Porendruckänderungen in den Versuchen CT1 und CT2 liegen un-
terschiedliche Anfangsbedingungen zu Grunde, da im Versuch CT1 bereits zuvor ein
dynamischer Test durchgeführt wurde. Daher ist davon auszugehen, dass der Sand zu
Beginn dieses Versuchs einen höheren Verdichtungsgrad aufgewiesen hat als der im
Versuch CT2. Trotz dieser Erklärung wird ersichtlich, dass die Druckverläufe einem
relativ großen Streubereich unterliegen. Die Unterschiede sind besonders gut in den
Messwerten der Drucksensoren P7 erkennbar, da die Porendruckänderungen im Ab-
klingbereich konträr verlaufen. In den übrigen Verläufen sind Abweichungen von bis zu
100 % feststellbar. Die grundsätzliche Tendenz der Druckänderungen ist dennoch sehr
gut erkennbar.
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Abbildung 7.20: Verlauf der Porenwasserdruckänderung in den Versuchsläufen CT1 und
CT2 [10]
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7.3.2 Hypoplastisches Materialverhalten
Die Simulation des in Abbildung 7.18 dargestellten Modellkörpers erfolgt unter Be-
rücksichtigung der stofflichen Nichtlinearität. Die Parameter des dafür verwendeten
hypoplastischen Stoffgesetzes und der intergranularen Dehnung (Tabellen 7.8 und 7.9)
sind bereits im Abschnitt 6.2 durch die Simulation von Standardversuchen ermittelt
worden.
ϕc[
◦] hs[MPa] n ed0 ec0 ei0 α
35 1.600 0.39 0.62 0.94 1.08 0.20
Tabelle 7.8: Stoffparameter des hypoplastischen Stoffgesetzes für Fraser River Sand
R mT mR βr χ
10−4 9.0 2.5 0.25 9.0
Tabelle 7.9: Stoffparameter der intergranularen Dehnung für Fraser River Sand
Der Verdichtungszustand der Sandschichten ist durch den Verdichtungsgrad Dr defi-
niert und wird im numerischen Modell durch Anpassung der Porenzahl im Anfangszu-
stand berücksichtigt. Der Verdichtungsgrad Dr bezeichnet dabei die Größe der Poren-
zahl in Bezug auf die minimale Porenzahl emin und maximale Porenzahl emax :
Dr[%] = 100
emax − e
emax − emin
(7.1)
Für Fraser River Sand wurden die minimalen und maximalen Porenzahlen mit emin =
0.62 und emax = 0.94 ermittelt. Durch Umstellen von Gleichung für den Verdichtungs-
grad ergibt sich die Porenzahl
e = 0.94− Dr[%]
312.5
. (7.2)
Die Initialporenzahl für den lockeren (Dr = 40 %) und den verdichteten (Dr = 80 %)
Sand ergeben sich zu
e0,locker = 0.812,
e0,dicht = 0.68.
Es wird die Annahme getroffen, dass ein linearer Zusammenhang zwischen demVerdich-
tungsgradDr und demDurchlässigkeitsbeiwert k¯ besteht. Aus den Versuchsergebnissen
(Tabelle 7.7) ergibt sich der Durchlässigkeitsbeiwert für das Methylzellulosegemisch im
Modellmaßstab in Abhängigkeit des Verdichtungsgrads zu
k¯ [m/s] = 1.09 · 10−3 −Dr[%] · 5.85 · 10−6. (7.3)
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Die Durchlässigkeitsbeiwerte für den lockeren (Dr = 40 %) und den verdichteten (Dr =
80 %) Sand ergeben
k¯locker = 8.55 · 10−4 m/s und
k¯dicht = 6.2 · 10−4 m/s .
Unter Berücksichtigung der Skalierung beträgt die dynamische Viskosität des Methyl-
zellulosegemischs
ηMZG = 1.31 · 10−6 ·
35
70
= 6.55 · 10−7kNs/m2. (7.4)
Die Permeabilitäten des lockeren und des verdichteten Sands betragen dann (Gleichung
2.23)
klocker =
ηMZG · k¯locker
ρ · g =
6.55 · 10−7 · 8.55 · 10−4
1 · 9.81 = 5.709 · 10
−11 m2 und
kdicht =
ηMZG · k¯dicht
ρ · g =
6.55 · 10−7 · 6.2 · 10−4
1 · 9.81 = 4.140 · 10
−11 m2.
Die resultierenden Parameter sind in den Tabellen 7.10 und 7.11 zusammengefasst.
Parameter Symbol Einheit Wert
Wasserdichte ρw t/m
3 1.0
Kompressionsmodul Flüssigkeit Kw kPa 2.0 · 106
dynamische Viskosität Flüssigkeit ηw kNs/m
2 6.55 · 10−7
Erdbeschleunigung g m/s2 9.81
Tabelle 7.10: Materialunabhängige Parameter des Deiches
Parameter Symbol Einheit lockerer Sand dichter Sand
Kompressionsmodul Feststoffkorn Ks kPa 1.0 · 109 1.0 · 109
Permeabilität k m2 5.709 · 10−11 4.140 · 10−11
Kornrohdichte ρs t/m
3 2.7 2.7
Initialporenzahl e0 − 0.812 0.68
Tabelle 7.11: Materialabhängige Parameter des Deiches
Die Kompressibilität des Methylzellulosegemischs entspricht der des Wassers und wird
mit Kw = 2.0 · 106 kPa angenommen. Die Drainageschicht besteht aus einem groben
Sand und wird in der Simulation aufgrund fehlender Parameter linear-elastisch mit
einem Elastizitätsmodul von E = 10 · 104 kPa und einer Querkontraktionszahl von
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µ = 0.3 approximiert. Kornrohdichte und Porosität werden analog den Angaben für den
lockeren Sand angenommen. Die Permeabilität der Drainageschicht wurde nachHazen
[27] abgeschätzt (Gleichung 4.9) und vereinfachend mit der 100-fachen Permeabilität
des Fraser River Sands angesetzt.
Die Simulation erfolgt mit dem in Abbildung 7.21 dargestellten FE-Modell. An den
seitlichen Rändern werden die horizontalen Verschiebungen mit ux = 0 vorgegeben.
Die Reibung zwischen der Sandfüllung und dem Rahmen wird im Modell nicht berück-
sichtigt, da die Reibung im Versuchsmodell durch eine zusätzliche Stahl-Auskleidung
des Rahmens minimiert wurde. Die Unterseite des Probekörpers ist unverschieblich ge-
lagert. Das Wasser oberhalb des Probekörpers wird durch äquivalente Randspannungen
auf dem Korngerüst und dem Porenwasser abgebildet.
u =u =x y  0
u =x  0u =x  0
p = = (25-y) g γw wσ  '
x
y
Abbildung 7.21: FE-Modell des Deiches
Nach Aufbringen des Eigengewichts wird die dynamische Berechnung gestartet und
die horizontalen und vertikalen Beschleunigungen (Abbildung 7.19) auf das Modell
aufgebracht. Das Ergebnis der Berechnung ist in Abbildung 7.22 dargestellt.
Die Abbildung zeigt die in der Simulation ermittelten Druckänderungen im Vergleich
mit den Versuchsergebnissen. Die Ergebnisse weisen eine qualitativ gute Übereinstim-
mung mit den gemessenen Druckänderungen des Porenwassers auf. Der in der ge-
samten Probe steigende Porenwasserdruck zu Beginn der seismischen Belastung wird
in der Simulation sehr gut erfasst. Die maximalen Druckänderungen im Zeitbereich
15 s < t < 25 s werden in der Simulation tendenziell überschätzt. Mit fortschreitender
Zeit und sinkender Belastung nähert sich der Porenwasserdruck wieder dem statischen
Ausgangszustand. Der Porendruckabfall zeigt in einigen Messpunkten eine sehr gute
Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen und weicht in den Messpunkten P1, P5
und P6 deutlich vom gemessenen Verlauf ab.
Die Ursache für die Abweichungen liegt in den gewählten Anfangsbedingungen des
numerischen Modells, da die Sandschichten als homogene Flächen mit konstanten An-
fangsbedingungen betrachtet werden. Im Vergleich zumVersuch wird der Verdichtungs-
prozess, der durch die steigende Vertikalbeschleunigung in der Zentrifuge ausgelöst
wird, nicht berücksichtigt. Es ist davon auszugehen, dass der Verdichtungsgrad der
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Abbildung 7.22: Vergleich der Versuchs- und Simulationsergebnisse (hypoplastisches
Materialverhalten)
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Probe nach Aufbringen des Eigengewichts in Abhängigkeit der Tiefe zunimmt. Das be-
deutet, dass der Sand im unteren Bereich des Probekörpers eine stärkere Verdichtung
erfährt als der Sand an der Probenoberfläche. Eine weitere Ursache für die unter-
schiedlichen Druckverläufe liegt in der Permeabilität der Sandschichten, die innerhalb
einer Sandschicht als konstant betrachtet wird. Demzufolge bleibt die Permeabilität
des Sands trotz zunehmender Verdichtung bzw. abnehmender Porenzahl konstant.
In einer weiteren Simulation werden die Anfangsbedingungen der Simulation realisti-
scher abgebildet, indem die Initialporenzahl über die Tiefe verkleinert und die Permea-
bilität k als Funktion der Porenzahl e definiert wird.
Die Initialporenzahl an der Probenoberseite bleibt unverändert. Es wird die Annahme
getroffen, dass die Porenzahl der lockeren Sandschicht mit der Tiefe um den Faktor
0.0015 m−1 abnimmt. Demzufolge sinkt die Initialporenzahl auf der linken Seite der
lockeren Sandschicht von eo,oben = 0.812 bis zur Unterseite auf
eo,unten = 0.812− 0.0015m−1 · 17.6m = 0.786
und auf der rechten Seite von eo,oben = 0.812 bis zur Unterseite auf
eo,unten = 0.812− 0.0015m−1 · 10.6m = 0.796.
Die Initialporenzahl des verdichteten Sands bleibt unverändert. Die Permeabilität als
Funktion der Porenzahl ergibt sich aus den Gleichungen (7.1) bis (7.4) unter Berück-
sichtigung der Gleichung (2.23) zu
k[m2] =
ηMZG · k¯
ρ · g
=
ηMZG · (1.09 · 10−3 −Dr[%] · 5.85 · 10−6)
ρ · g
=
6.55 · 10−7 ·
³
1.09 · 10−3 −
³
100 emax−eemax−emin
´
· 5.85 · 10−6
´
1 · 9.81
= −4.2 · 10−11 + e · 1.22 · 10−10.
Mit diesen Änderungen der Anfangsbedingungen und der genaueren Zuordnung der
Permeabilität ergeben sich die in den Abbildungen 7.23 und 7.24 dargestellten Ergeb-
nisse.
Die Verläufe der Porenwasserdruckänderungen in Abbildung 7.23 zeigen im Vergleich
zur ersten Berechnung eine deutlich bessere Übereinstimmung mit den Versuchsergeb-
nissen. Die maximalen Porenwasserdruckänderungen der experimentellen Ergebnisse
im Zeitbereich 15 s < t < 25 s werden von der Simulation nur minimal überschätzt.
Unter Berücksichtigung der Abweichungen der Versuchsergebnisse untereinander liefert
die Simulation qualitativ und quantitativ gute Ergebnisse. Zur visuellen Veranschau-
lichung der Ergebnisse im Versuchskörper werden in Abbildung 7.24 die zeitliche Ent-
wicklung der Porenwasserdrücke und der Verformungen zu verschiedenen Zeitpunkten
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Abbildung 7.23: Vergleich der Versuchs- und Simulationsergebnisse (hypoplastisches
Materialverhalten, Anfangsporenzahl linear verteilt)
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Abbildung 7.24: Porenwasserdrücke und Verformungen
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dargestellt. Die Belastung aus Eigengewicht (t = 0) zeigt die lineare Verteilung des
Wasserdrucks über die Höhe und die plausible Verformungsfigur des Korngerüstes. Die
folgenden drei Zeitpunkte sind so gewählt, dass ein vollständiger Belastungswechsel
dargestellt werden kann. In der Drainage entsprechen die Isobaren des Porenwasser-
drucks aufgrund des geringen Strömungswiderstands des Drainagematerials nahezu der
senkrechten Beschleunigungsrichtung. Im Bereich des verdichteten Materials ist die
Auswirkung der geringeren Permeabilität des Sands erkennbar, da die Isobaren des
Porenwasserdrucks steiler verlaufen als im restlichen Probekörper.
Der Anstieg des Porenwasserdrucks im gesamten Gebiet führt zu einer Entlastung des
Korngerüstes und zu einer Vergrößerung der Porenzahl. Mit der Wiederbelastung des
Korngerüstes stellen sich irreduzible Verformungen ein, die in Abbildung 7.24 (rechts)
dargestellt sind. Nach Versuchsende wurden die Setzungen im mittleren Drittel des
Modells mit v 0.4 m und im rechten Drittel mit v 0.18 m gemessen. Die in der
Simulation ermittelten Verformungen zeigen eine sehr gute Übereinstimmung mit den
Versuchsergebnissen.
Am Ende der dynamischen Belastung (t = 55 sec) ist ein im Vergleich zum Versuchs-
beginn erhöhter Druckzustand im Porenwasser erkennbar, der nach weiteren 4−5 min
vollständig abgebaut wird. Der Verformungszustand des Korngerüstes wird in diesem
Zeitraum nur unwesentlich verändert.
7.3.3 Elastisches Materialverhalten
Das nichtlineare Materialverhalten des Sands ist in den ersten beiden Simulationen mit
dem hypoplastischen Stoffgesetz und der intergranularen Dehnung beschrieben worden.
Wird das Materialverhalten vereinfachend mit einem linear-elastischen Stoffgesetz ab-
gebildet, bleiben viele Effekte im Sand unberücksichtigt. Diese Effekte spielen ebenfalls
für die Entwicklung der Porenwasserdrücke eine wesentliche Rolle, da die Berechnung
in einem gekoppelten Modell erfolgt. In einer weiteren Simulation wird gezeigt, dass die
Verwendung eines linear-elastischen Stoffgesetzes für die Beschreibung des Tragverhal-
tens des Sands in einer dynamischen Untersuchung unzureichend ist. Der Elastizitäts-
modul und die Querkontraktion des Sands werden vereinfachend für den lockeren und
den verdichteten Sand mit E = 7000 kPa und µ = 0.3 angenommen (Tabelle 7.12).
Mit diesen Parametern ergeben sich für die Belastung aus Eigengewicht Verformungen
in der gleichen Größe wie bei der Verwendung des hypoplastischen Stoffgesetzes. Die
Porosität ergibt sich aus der Initialporenzahl zu
n =
e0
1 + e0
.
Die Ergebnisse der dynamischen Berechnung sind in Abbildung 7.25 dargestellt.
Den Ergebnissen der Simulation mit elastischemMaterialverhalten des Sands ist zu ent-
nehmen, dass die Änderungen der Porenwasserdrücke zwar erfasst werden, der Druck-
wechsel aber unverändert auf der Höhe des statischen Ausgangszustands stattfindet.
Eine Druckzunahme über die Zeit ist nicht erkennbar. Bedingt durch die elastische
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Abbildung 7.25: Vergleich der Versuchs- und Simulationsergebnisse (linear-elastisches
Materialverhalten)
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Parameter Symbol Einheit lockerer Sand dichter Sand
Kompressionsmodul Feststoffkorn Ks kPa 1.0 · 109 1.0 · 109
Elastizitätsmodul E kPa 7 · 104 7 · 104
Querkontraktionszahl µ - 0.33 0.33
Permeabilität k m2 5.709 · 10−11 4.140 · 10−11
Kornrohdichte ρs t/m
3 2.7 2.7
Porosität n - 0.45 0.40
Tabelle 7.12: Materialabhängige Parameter des Deiches (Sand linear-elastisch)
Beschreibung des Materialverhaltens des Feststoffs entspricht die Verformung des Si-
mulationskörpers nach der dynamischen Belastung der Verformung vor Versuchsbeginn.
Da das Verformungsverhalten nicht ausreichend erfasst werden kann, sind die Simula-
tionsergebnisse unbrauchbar.
7.3.4 Zusammenfassung
In dem vorliegenden Anwendungsbeispiel wurde ein wassergesättigter Deich unter dy-
namischer Beanspruchung untersucht.
Der Vergleich der Ergebnisse in den Abbildungen 7.23 und 7.25 zeigt deutlich, dass die
Verwendung eines nichtlinearen Stoffgesetzes für Sand in dynamischen Berechnungen
unbedingt erforderlich ist. Steifigkeitsverluste, sowie lokale Verdichtungen und Auf-
lockerungen im Sand können mit dem linear-elastischen Stoffgesetz nicht erfasst wer-
den und führen zu unrealistischen Ergebnissen. Zusätzlich können bei der Verwendung
des linear-elastischen Stoffgesetzes Zugspannungen im Sand auftreten, die für granulare
und kohäsionslose Medien unzulässig sind. In Simulationen wurde das hypoplastische
Stoffgesetz angewendet, welches sowohl Last- als auch Verformungszustände von gra-
nularen Stoffen realitätsnah abbildet.
Mit den in bodenmechanischen Versuchen ermittelten Parametern liefert das Modell
Ergebnisse, die eine gute Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen zeigen. Sowohl
die zeitliche Entwicklung der Porenwasserdrücke als auch die Verformungen werden in
der Simulation gut erfasst.
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Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick
In der vorliegenden Arbeit wird ein dynamisches Mehrphasenmodell mit nichtlinea-
rer Materialformulierung der Feststoffphase hergeleitet und mit Hilfe der Methode der
finiten Elemente numerisch umgesetzt. Das Modell wurde über eine Programmschnitt-
stelle in das FE-Programmsystem ANSYS implementiert und anhand verschiedener
Beispiele verifiziert. Die Verifikation erfolgt durch Vergleich sowohl mit Ergebnissen
anderer Autoren als auch mit Versuchsergebnissen. Die vorgestellten Beispiele variieren
in der Größe des Betrachtungszeitraums, der Anzahl der verwendeten Phasen und der
Materialformulierung des Feststoffs. Das Modell ermöglicht die Simulation von Kon-
solidierungen, Sättigungs- und Entwässerungsvorgängen mit beliebigen Kapillardruck-
Sättigungs-Beziehungen und die realistische Einschätzung von irreversiblen Bodenver-
formungen. Im Modell werden sowohl die Feststoffpartikel als Bestandteil der Feststoff-
phase als auch die Phasen Wasser und Luft als kompressibel betrachtet. Obwohl die
Kompressibilität der Feststoffpartikel einen unerheblichen Einfluss auf das Strömungs-
und Tragverhalten von granularen Böden hat, trägt deren Berücksichtigung zu weiteren
Einsatzmöglichkeiten des Modells bei. Der modulare Aufbau des Programms und die
Kompatibilität zur Materialschnittstelle von ANSYS ermöglichen die nachträgliche An-
bindung beliebiger Stoffgesetze für die Feststoffphase und die Kopplung an vorhandene
Strukturelemente.
In weiteren Untersuchungen könnte die Pfadabhängigkeit der Kapillardruck-Sättigungs-
Beziehung berücksichtigt werden. Es ist jedoch fraglich, ob eine detailliertere Beschrei-
bung der Sättigungsbeziehung für die praxisnahe Anwendung des Modells sinnvoll ist,
da zusätzliche Modellparameter bestimmt werden müssen.
In zukünftigen Arbeiten sollte der Einfluss der steigenden Sättigung auf die Bodenver-
flüssigung untersucht werden, da besonders in überschwemmungsgefährdeten Gebieten
ein rascher Anstieg des Grundwassers das Tragverhalten des Bodens beeinflusst und zu
einer Bodenverflüssigung führen kann. Eine weitere mögliche Anwendung des Modells
liegt im Bereich von Offshore-Windenergieanlagen auf gesättigtem oder teilgesättigtem
Untergrund, da infolge der induzierten dynamischen Belastung Bodenverflüssigungen
auftreten können. Der zunehemende Ausbau von regenerativen Energien unterstreicht
die Wichtigkeit dieser Untersuchungen.
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Nomenklatur
Lateinische Buchstaben
a Exponent (Parameter des hypoplastischen Stoffgesetzes)
A Querschnittsfläche
b Beschleunigung
b Vektor der Beschleunigungen
c Proportionalitätskonstante
Ch Konstante in der Hazen-Formel
Cc Kompressionsbeiwert
d Durchmesser
e Porenzahl
ei Porenzahl bei lockerster isotroper Lagerung
ec Porenzahl im kritischen Zustand
ep Porenzahl bei dichtester Lagerung
E Elastizitätsmodul
E Elastizitätsmatrix
f(n) Funktion in der Hazen-Formel
F Kraft
g Erdbeschleunigung
g Erdbeschleunigung
hs Granulathärte
I Einheitsmatrix
I1σ0 1. Invariante der effektiven Spannungen
J Vektor des volumetrischen Flusses
k Permeabilität
k Permeabilitätsmatrix
k¯g Durchlässigkeitsbeiwert für Luft
k¯w Durchlässigkeitsbeiwert für Wasser
krg relative Permeabilität der Luft
krw relative Permeabilität des Wassers
Kg Kompressionsmodul Luft
KS Kompressionsmodul des Einzelkorns
KT Kompressionsmodul des Bodenskeletts
KW Kompressionsmodul Wasser
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l Länge
L Differentialoperator
Lijkl Linearer Anteil des hypoplastischen Stoffgesetzes
mT Inzidenzvektor
m Masse
m Parameter der Sättigungsbeziehung nach Van Genuchten
Mijkl Stoffgesetz intergranulare Dehnung
mT Stoffkonstante intergranulare Dehnung
mR Stoffkonstante intergranulare Dehnung
n Porenzahl
n Exponent (Parameter des hypoplastischen Stoffgesetzes)
n Parameter der Sättigungsbeziehung nach Van Genuchten
N Matrix der Ansatzfunktionen
Nu Matrix der Ansatzfunktionen für die Verformungen
Np Matrix der Ansatzfunktionen für die Porendrücke
Nij Nichtlinearer Anteil des hypoplastischen Stoffgesetzes
pc Kapillardruck
pg Luftdruck
pw Wasserdruck
p¯g Vektor der Porenluftdrücke in den Knoten
p¯w Vektor der Porenwasserdrücke in den Knoten
·
p¯g Vektor der 1. Ableitung der Porenluftdrücke in den Knoten nach der Zeit·
p¯w Vektor der 1. Ableitung der Porenwasserdrücke in den Knoten nach der Zeit
q Fließrate
Q Fluss
r Radius
Re Reynoldszahl
S intergranulare Dehnung
Se normierte Sättigung
Sg Luftsättigung
Sirr irreduzible Sättigung
Sm maximale Sättigung
Sw Wassersättigung
u Vektor der Verschiebungen
u¯ Vektor der Knotenverschiebungen
·
u¯ Vektor der Knotengeschwindigkeiten
u¨g Beschleunigung Luft
u¨s Beschleunigung Feststoff
u¨w Beschleunigung Wasser
u¨gs Relative Beschleunigung zwischen Luft und Feststoff
u¨ws Relative Beschleunigung zwischen Wasser und Feststoff
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v Geschwindigkeit
vg Geschwindigkeit der Luft
vs Geschwindigkeit des Feststoffs
vw Geschwindigkeit des Wassers
vgs Relative Geschwindigkeit zwischen Luft und Feststoff
vws Relative Geschwindigkeit zwischen Wasser und Feststoff
V Gesamtvolumen
Vg Luftvolumen
Vp Porenvolumen
Vs Feststoffvolumen
Vw Wasservolumen
Griechische Buchstaben
α Biot Konstante
β Parameter der intergranularen Dehnung
ε Dehnung
ε Vektor der Dehnungen
ηg dynamische Viskosität der Luft
ηw dynamische Viskosität des Wassers
λ Parameter der Sättigungsbeziehung nach Brooks und Corey
σ Spannung
σ Vektor der Spannungen
σ0 Vektor der effektiven Spannungen
ρg Luftdichte
ρ normalisierte Größe der intergranularen Dehnung
ρs Feststoffdichte
ρw Wasserdichte
µ Querkontraktion
ϕ Innerer Reibungswinkel
κ Parameter der intergranularen Dehnung
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